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CORRIGE : DEVOIR SURVEILLE N° 2
Terminale Spécialité

BArEME 20 pts

Exercice 1 « Suites numériques (10 pts) N
x—2
2w -3

Partie A : On considere la fonction f définie sur } —00; g { par : f(z)

1. Justification de tous les éléments du tableau de variation :
Dérivée et sens de variation : La fonction f est dérivable sur son ensemble de définition
comme quotient de fonctions dérivables (le dénominateur ne s’annulant pas sur | — oo; 3[).

Posons :
uz)=x—-2 et v()=2r-3
I

u'(z) =1 v'(x) = 2.
Ainsi,
fla) = U’(I)v(xgz(;;(z)v'(x)
1x(2x—-3)—2x(z—2)
(22 — 3)2
20 —3—-2x+4
o (@e-32
1
(2x — 3)2°

Or, pour tout = # %, (22 — 3)? > 0, donc f/(x) > 0. La fonction f est alors strictement

croissante sur 'intervalle ] —00; 3 [

Limites : faculatives dans ce contrdle.
— En —oo : On a une forme indéterminée. En factorisant par x avec x # 0, on obtient :

z-2 _ w(l-2)
2r—3 x(2—%)
1-—2

= 2_3,

1
Or, lim — =0. Donc, par produit et somme de limites, on obtient :

T——00 I
2
lm 1—-—-—=1
T——00 x
. 3
limg, s o2 —— =2.
T
; T -2 _ 1
Enfin, par quotient : erPOO 29;73 = 3.

— En (2) : On étudie séparément le numérateur et le dénominateur lorsque z — 5

lim (x —2)

35—
z—3

Il
rO| o
[
o
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Ainsi, le numérateur tend vers un réel strictement négatif. De plus,

lim 2z —-3) = 2><§—3
w—>%7 2
= 0.
) 3
Par ailleurs, z < ok donc,
20 < 3
2r—3 < 0.

Ainsi, lorsque © — 3 le dénominateur tend vers 0 par valeurs négatives, autrement dit,

20 -3 — 0.

En conséquence, par qutient de limites on obtient :

=

. xr—2 —
lim =
o3 2¢ — 3

‘ [ V)

T

= —oo.

2. En déduire que pour tout z € [0;1], on a f(x) € [0;1].
La fonction f est strictement croissante sur [0; 1] (qui est inclus dans | —oo; £

([
—
~—

Calculons les images des bornes de l'intervalle :

0—-2 -2 2
=503~ "3

1-2 -1
=553 ~!

Par ailleurs, f est croissante sur [0; 1], donc pour tout « € [0;1], on a :
f0) < fo) < f(D)
soit,
2

Comme l'intervalle [5; 1] est inclus dans |

o

; 1], on en déduit que pour tout z € [0;1], f(z) € [0;1].

Partie B : On considére la suite (u,) définie par ug = 0 et w11 = f(uy).
1. Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P(n) : 0 < uy, < Unq1
Initialisation : Pour n = 0 : ug = 0 et u; = f(0) = % On a bien 0 < 0 <

<
2
3
0 < up < up < 1. La propriété P(n) est vraie au rang 0.

1.
< 1, soit
Hérédité : Soit n un entier naturel fixé pour lequel P(n) est vérifiée et montrons qu’elle est
également au rang n + 1, autrement dit, 0 < Up4+1 < Upq2 < 1.

Selon ’hypothese de récurrence, 0 < u, < Up41 < 1

Or, la fonction f est croissante sur [0;1], donc :

f(0) < flun) < fluntr) < f(1).
Soit,

0< § < Flun) < Flunsr) < FQ).

Autrement dit, 0 < upy1 < Unio < 1.
La proposition P(n) est alors héréditaire.
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Conclusion : La proposition P(n) est vraie pour n = 0 et héréditaire & partir de ce dernier
rang. Selon le principe de récurrence, pour tout n € N, 0 < up, < upy1 < 1

2. D’apres la question précédente, la suite (u,,) est croissante (u, < u,t1) et majorée par 1. Ainsi,
selon le théoréme de convergence monotone, la suite (u,) converge vers une limite £.

3. La limite ¢ est solution de 1’équation f(xz) = x sur [0;1]. Dés lors, pour tout « € [0; 1],

x—2

573 = — z-2=2x(22z-3)
= r-2=2>-3z
= 202 —4r+2=0
= 2?-20+1=0
= (z—-1)?=0
— zx=1.

Or, pour tout n, u, € [0;1], donc la limite ¢ appartient & [0;1]. La seule solution est donc ¢ = 1.

4. Avec ce script, seuil(0.0001) renvoie 5000.
Cela signifie que 5000 est le plus petit rang n a partir duquel la distance entre u, et la
limite 1 est inférieure & 0,0001 (soit u, > 0,9999).

5. (a) Ci-apres les quatre premiers termes sous forme de fractions irréductibles :

UQZO.

2

Ul—g
2_2 -3 4
Uy = 5 =—5 =z
2(3)-3 -3 5
y -2 -% 6
3:47:77——.
2(3)-3 -f 7

(b) Conjecture et démonstration de ’expression de u,, :
En utilisant la question précédente, on peut conjecturer le résultat suivant. Pour tout n € N,

2n
R
Démontrons cette conjecture par récurrence.
Pour tout n € N, on considére la proposition P(n) : wu, = 2n .
2n+1
— Initialisation : Pour n =0, % = 0 = up. Ainsi, P(0) est vraie.

— Hérédité : Soit n un entier naturel fixé pour lequel P(n) est vérifiée et montrons qu’elle
I’est aussi pour le rang n + 1.
En utilisant I’hypothése de récurrence, on obtient :

2n
Up —2 5y 2

2un—3_2< 2n )_3

Up+1 =

2n+1

2n—2(2n+1)
2n+1

4n—3(2n+1)
2n+1

—2n — 2
—2n—3
2n + 2
2n + 3
2(n+1)
2n+1)+1°

La proposition est alors héréditaire.
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Conclusion : La proposition P(n) est vraie pour n = 0 et héréditaire & partir de ce dernier

. , 2n
rang. Selon le principe de récurrence, pour tout n € N, u,, = Ml
n
Exercice 2 « Probabilité conditionnelle (10 pts)
1. Ci-apres ’arbre de probabilité :
4_-1
—h 1
P1 =3 g — T,
1— P1 1 — T2
T 2
37— T
1 _
On ap; = 3 De plus, T7 et 17 forment une partition de 'univers. En utilisant la formule des
probabilités totales, on obtient :
p2 = P(I)

= P(TiNTy)+ P(TyNTy)
= P(Th) x Pr,(Tz) + P(Ty) x Pr(T:

\T<

Tn+1

P(Tn+1)
P(T,NTyi1)+ P(T, NTyy1)
= P(T,) x Pr,(Tps1) + P(Ty

(1 —pn)

Pn41

o4
_5pn

7
= Pn

1
3
B3

4. Etude de la suite (un) avec u,

1
3
., 9,
=g
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2. Arbre de probabilité complété :
4 _—Thn
< o
1-p, 1 — Tn+1

3. T, et T,, forment une partition de I'univers. Ainsi, selon la formule des probabilités totales, on a :

)XP (n+1)
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(a) Pour tout entier naturel non nul n , on a :

7
Ainsi, (u,) est géométrique de raison ¢ = — et de premier term u; =
% 1. 1/7
(b) Pour tout n € N*, on a : u, =u; X ¢" 1, soit u, = —= | =—

(¢) On sait que, pour tout n € N*, u,, =p,, — —.

5
Up+1 — anrl_g
- T, 1.5
T PrT3Ty
_ 7
BTV
7
_ T, _24
I3
15
_ T ( 5
TR
= un

15

8 \ 15
5

8

. 5 , 5 1/7\""
Amm,pn:g—i—un,smtpn:f—f .

5. —1< l < 1donc lim
15 n—+oo

Ceci signifie, qu’a long terme, avec un grand nombre de tirs, la probabilité d’atteindre le centre se

8 81\15

7 n
<15> = 0. Par produit et somme de limites, on obtient :

5
lim p, = i 0,625.

n—-+oo

stablisera autour de 62,5%.

6. En utilisant la calculatrice, on obtient n > 4.
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