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nombre complexe

I. Image d’un nombre complexe

Histoire : Activité - Corrigé

Jean-Robert Argand était un mathématicien suisse de la fin du XVIII® et
du début du XIXe siécle (1768 — 1822).

Il introduisit en 1806 la représentation des nombres complexes, mais ce ne
fut pas le premier. En effet, le mathématicien danois Caspar Wessel le fit
un peu avant dans un de ses articles, qui passa inapergu jusqu’en 1897 ou
on le retrouva.

On peut donc supposer qu’Argand eut une idée analogue & celle de Wessel
sans pour autant le copier.

Définition

On muni le plan d’un repére (O; 4; U).

Dans ce repére, on décide de représenter tout nombre complexe z = x + iy
par le point de coordonnées M (z;y).

Ce point est appelé I'image de z.

Ce plan est appelé plan d’Argand-Cauchy.

L’axe horizontal est appelé 'aze des réels.

L’axe vertical est appelé l'aze des imaginaires.

Définition
Dans le plan d’Argand-Cauchy, on considére un point M(z;y) et un
vecteur W (I)

Alors le nombre complexe z = z + iy est appelé I'affize du point M et
I'affixe du vecteur .
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Le point M a pour affixe zy,
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Nombr Propriété

compl

Soit z = z + iy un nombre complexe et soit M son image dans le plan
d’Argand-Cauchy.
L’image de Z est le symétrique de M par rapport a l’axe des réels.
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II. Module d’'un nombre complexe
Définition
Soient z = x 4 iy un nombre complexe et M son image dans le plan
d’Argand-Cauchy.
On appelle module de z, et on note |z|, la distance entre 1’origine du repére
et le point M.

Exemple
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Propriétés
Soit z = z + 1y.

Alors,
|z = |2| = V22 + y2.
‘(:l,;:,':pléxe La démonstration tient en une ligne en utilisant le théoréme de Pythagore.
Propriétés

Pour tous nombres complexes z et 2’ # 0, et pour tout entier naturel n :

0 |22 =2z

o || = |2 x |2/
® [2"| = |2|".
)z _ 14
21 \z’|
Démonstration

Posons z =z +iy et 2/ = 2’ +iy’.

0 1% = (VaT+42)" = + 42,
22 = (z 4 iy)(z — iy) = 22 — (iy)? = 22 — (—y?) = 22 + 42,

Donc |z|? = zz.




® |2 = (e +iy) (=’ +1iy)]

= |zz’ — yy' +i(zy’ + 2'y)|

= /(' — )2 + (2 + o'w)?

= \/(m’)2 = 2zz’yy’ + (yy')? + (ay)? + 2zy’a'y + (2'y)?

Module d’un = \/(m/)2 + (w2 + (zy)? + (2’ y)?

nombre complexe

De plus, |z| x |2/| = \/12 + 92 X \/(z’)2 + (y")2
V@2 + 92 ()2 + (v)?2)

V@2 + ()2 + (422 + (/)2

Donc |22/| = |z| x |Z/].
® Démontrons par récurrence sur n que |2"| = |z|".
® Initialisation : pour n =0, [2"| = |2°| = |1] = 1 = |2/|°.
® Hérédité : supposons que pour un entier k fixé, |2*| = |z|*. Alors,
‘Zk+1‘ — Izk‘ % Zl‘

= |zk| X |z| d’aprés le point 2 précédemment démontré
= |z|¥ x |2| d’aprés Phypothése de récurrence

= |t
L’hérédité est alors vérifiée.

D’aprés le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, [2"| = |2|".




1
@® °® Montrons avant tout que |—| = —.
Nombr 2

o] |2|
1] 1
z| T + iy
|-y
T g2 + 92
T Y

- i
x2+y2 z2_;'_:,42

d’un
complexe

= 2 Y 2
<2 2) +<_2 2)
¢ +y x4 +y

1
TV
- 1
= e
_ 1
Tl
< 2| = ‘ X —
z
= |z| x —' d’apres le point 2 précédemment démontré
- 14| x 1 I




Définition
On note U ’ensemble des nombres complexes dont le module est égal & 1.

U={z€C, |z|=1}.

Propriétés

Nl P U est stable par produit et par passage a l'inverse.
nombre complexe Autrement dit, pour tous nombres z et 2’ de U,

°* 2/ el.

1
e —el.
z

Démonstration
C’est une conséquence directe des propriétés précédentes.

En effet, si z et 2’ appartiennent & U, alors

ol = |2/] = 1
et donc
2| = |z| x || =1x1=1.

Ainsi, zz/ € U.
De plus,

1 1 1

Il — =—Z-1

z lz| 1

1
donc — € U.
z



III. Arguments d’un nombre complexe

Définition

Soit z = z 4 iy un nombre complexe d’image M dans le plan
d’Argand-Cauchy.

On désigne par arguments tous les angles (exprimés en radians) (4, O—]\>4)

Exemple

T
Un argument du nombre complexe z = 2 + 2i est 1

On notera alors : arg(z) = mod 27

ou arg(z) = [27]

P

pour désigner le fait que 'angle est défini a 27 pres.




Propriété
Soit z = z +iy. On note r = |z| et 6 = arg(z). Alors,

= rcosf

y=rsinf
Démonstration B
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Dans le triangle OMN, rectangle en N, on a :
cosf = <= z =rcosb.

sinf = <= y=rsinb.
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Définition
Soit z un nombre complexe de module 7 et dont un argument est égal a 6.
La forme trigonométrique de z est : z = r(cos@ + isin 0)4

Propriété

Pour tous nombres complexes z et 2/,
© arg(zz') = arg(z) + arg(z’)
@ arg (2") = n X arg(z)

® arg (5) = arg(z) — arg(z’)

Démonstration
Posons : z = r(cose + isin9) et 2/ = r’(cos@’ + isine’).

® En développant, on obtient :
P rr’(cos@ +isin 9) (cos@' + isinﬁ/)
= (cos 6 cosb’ + isind’ cos + isin 6 cosd + i%sin fsin 0/)
= 77’ (cosfcos —sinfsind’ +i(sinf’ cosd + sin 6 cosd’)) .
Or, selon les résultats de ’exercice 9, nous avons :
cos(f + 0") = cos(8) cos(8’) — sin(0) sin(0’),
et sin(0 + 0’) = sin(0) cos(0’) + cos(0) sin(0’).

Ainsi, 22/ = rr’ (cos(0 + 0’) + isin(60 4+ 0")) .
Par conséquent, arg(zz’) = arg(z) + arg(2').



https://maths-mde.fr/MathsExpertes/NombresComplexes2GeometrieCorrige.pdf

Nombres
comple

géométrique

® Démontrons par récurrence sur n que arg(z") = narg(z).
® Initialisation : Pour n = 1, arg(zl) =1 X arg(z).
® Hérédité : supposons que pour un entier k fixé, arg(z") = karg(z).
Alors,

k+1)

arg(z arg(z® x 2')

= arg(zk) + arg(z) d’aprés le point 1 précédemment démontré

karg(z) + arg(z) d’aprés I'hypotheése de récurrence
= (k+1)arg(z).

L’hérédité est alors vérifiée.
D’apres le principe de récurrence, pour tout entier naturel n,
arg(z") = narg(z).
® Posons : Z = i/ Ainsi, z = Z72'.
Or, selon la premiére propriété arg(z) = arg(Zz') = arg(Z) + arg(z’).
Ce qui entraine, arg(Z) = arg(z) — arg(z’).
z
Par conséquent, arg (—,) = arg(z) — arg(2’).
z
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IV. Forme exponentielle d’'un nombre complexe

La derniére formule trouvée pour ’argument d’un produit n’est pas sans
rappeler les exponentielles, puisque le produit de deux exponentielles est
égal a exponentielle de la somme. C’est pour cette raison que l’'on
introduit la notation suivante.

Définition
Soit z un nombre complexe. On note r = |z| et 0 = arg(z).
La forme exponentielle de z est :

Remarque

Ainsi, on a :

cosf +isin@ = ¢'f.

Cette égalité est trés importante.
Propriété
. :n!
Pour tous nombres complexes z = rel? et 2/ = r/el® 1/ £0:
o 2 = W’ei(0+9/).
® 2" = enif

o = = Leio—6)
/ / .
z T



Démonstration
Pour tous nombres complexes z = rei® et 2/ = /el v/ £ 0 :
o
zZ = T@is X T’Ieiel
rr! 0 10’
/ 100"

T
= 040,

errac )
-

d’un nombre . n
n i0

complexe z = ( re )

,r819>< n

= re™?

z rel?
if’

/ r! eif
r el?

Iy
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r! et
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<3

T ie—0")

S




a) Formules d’Euler

Propriété
Pour tout réel 6, on a :

i6 —if i6 —i60
e’ +e R e’ —e
cosf) = —— et sinf = ——.
2 2i
Démonstration
On sait que :
Formules d’Euler cosf +isinf = el?
cosf —isinf = e~ 10
En additionnant les deux lignes, on obtient :
i6 —if
. . . e’ 4+ e
2cos = ef 4 e 1¢ soit cosﬁzf.

En soustrayant la seconde ligne a la premieére, on obtient :

2isinf = ¢ — ¢~ 10 soit sinf =




b) Formules d’addition et de duplication

Propriété

Pour tous réels a et b,
©® cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).
® sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a).

Démonstration
Utilisons les formules d’Euler pour calculer :
o
cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
(i 4 oe—ia gib 4 —ib o _ —ia ib _ —ib
= X — X
2 2 2i 2i
ei(a+b) + ei(ufb) 4 ei(fa#»b) + ei(fafb) ei(a«i»b) _ ei(afb) _ ei(7a+b) + ei(fafb)
- 4 B —4
2¢i(atb) _‘_zei(fafb) eilatb) + e—i(a+b)
— = = cos(a + b).
4 2
(2]
sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
Qi _ mia gib g —ib Gib _—ib e —ia
= X —+ X
2i 2 2i 2

ei(a-{—b) 4 ei(a—b) _ Ei(—a-f—b) _ ei(—a—b) ei(b+a) + ei(b—a) _ 6i(—b-{—a) _ ei(—b—a)
4i + 4i
9eilatd) _ g i(—a—b) eilatb) _ —i(atb)

= = = sin(a + b).
4i 2i ( )




Propriété
Pour tout nombre réel a,

@ cos(2a) = cos?(a) — sin?(a)
=2cos?(a) — 1
=1—2sin?(a).

® sin(2a) = 2sin(a) cos(a).

Démonstration
Dans les formules d’addition, on prend b = a, ce qui donne :

Formules
et de dug

@ cos(2a) = cos(a+ a) = cos(a) cos(a) —sin(a)sin(a) = cos?(a) —sin?(a).
On n’oublie pas que cos?(a) + sin?(a) = 1, donc :

® sin?(a) = 1 — cos?(a) ; ainsi,

cos(2a) = cos®(a) — sin®(a) = cos®(a) — (1 — cos’(a)) = 2cos’(a) — 1.
® cos?(a) = 1 —sin?(a); ainsi,

cos(2a) = cos®(a) — sin’(a) = (1 —sin’(a)) — sin®(a) = 1 — 2sin’(a).

® sin(2a) = sin(a + a) = sin(a) cos(a) + cos(a) sin(a) = 2sin(a) cos(a).




c¢) Formule de Moivre

Propriété

Pour tout entier relatif n, pour tout réel 6,

(cos@ +isin0)" = cos(nf) + isin(nd).

Démonstration

Formule de Moivre n 9 n
(0059 + isin0) = (e' )

— enGi

= cos(nh) + isin(nd).




Nombr V. Equations polynomiales complexes

Propriété
Soient z et a deux nombres complexes, et soit n un entier naturel non nul.
Alors,

n—1
2" —a" = (z—a) Z akz k1,
k=0

Démonstration : Développons.

p—1 p—1 p—1
(z—a) Z abpmhl = Z kPRl g Z ok Pkt
k=0 k=0

Equation k=0
polyn. p—1

[
IS}
>
N
=
|
kol
|
kol b~
™M
[=} -
S
-
—+
b
N
=
[
>
|
L

1 2

P=1 42,0

|
—

S

=)
n

i
+
o
n

o4l
— (n,lz’Hl + a?2P~2 + a3.P73 + e+ Pt + apzo).

Tous les termes s’éliminent deux a deux sauf le premier et le dernier :

p—1
(z — a) Z ab PR 1g0,p P 0
k=0




Exemple
On peut factoriser z% — 16 sous la forme :

22t = (2 - 2)(22 + 222 + 42+ 8).
Définition
On note Cyp[z] 'ensemble des polynémes de degré n & coefficients
complexes :
Cnlz] = {caz" + cno12" 1+ +c1z+co, s €C,,0< k< n}.
Si un polynéme P, a variable z, est de degré n et est a coefficients

complexes, on écrira :
P e Cylz].

Propriété (admise)
Soit P € Cy[z].

Pla)=0 < P(z)=(z—a)Q(2) , Q€Cn_1[z].



Exemple
Soit P(z) =323 — 522 4 7z — 5.

P1)=3x13-5x124+7x1-5=0.
Par conséquent, on peut écrire :
P(2) = (z — 1)(az® + bz + ¢).
Pour trouver les valeurs de a, b et ¢, on développe la forme factorisée :
P(2) = az® +b22 + cz—az? — bz — ¢
puis on regroupe les termes de mémes puissances :
P(z)=az® +(b—a)2®> + (c—b)z— ¢

et enfin, on identifie les coefficients de chaque puissance de z & ceux de la
forme développée initiale :

a =3 —3
b—a =-5 ¢
<~ b=-2
c—b =7 5
c =
—c =-5

Finalement, on peut écrire :

P(z) = (2 — 1)(32% — 22+ 5).
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Théoreme
1ol L2Eperi Tout polynéme de degré n admet au plus n racines complexes.
Démonstration

Nous allons ici démontrer que tout polyndéme de degré n admet un nombre
de racines inférieur ou égal a n.

n
Soit P(z) = Z ¢,z un polynéme de Ch[z].
k=0
Supposons qu’il existe n + 1 racines & P, et notons-les 71, 12, ... , Tn41.
Alors, P(z) = cn(z—m1)(z2—12) - (2 — ™) (2 — Tnt1)-
Or, en développant, on obtient un terme dépendant de z"*1, ce qui
contredit I’hypothese selon laquelle P € Cy,[2].

polynomiale Par conséquent, il y a moins de n + 1 racines a P.

complexe:
Remarque

Il existe des cas ou les racines sont multiples.

Par exemple, (z — 1)3 est un polynéme de degré 3 qui n’admet que 1
comme racine. Mais comme le facteur z — 1 apparait trois fois dans la
factorisation, on dit que la racine « 1 » est triple.




On se place dans le plan d’Argand-Cauchy. Soient A et B d’affixes

n
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Démonstration
® Posons : a = x4 + iys et b = xp + iyp. Ainsi,

[b—a|l = |z — 24+ i(yp — ya)l
= \/(IB —z4)? + (yB — ya)®
= AB.

® On sait que 1@ a pour affixe zp — z4. On considére le point M
d’affixe zp — 24.
Ainsi, OM = AB et (g O_]\)/I) = (g ﬁ) + 2km, avec k € Z.
Or, (4; 6]\7}) = arg(zp — 24) + 2k'm avec k' € Z.
Par conséquent, (4; AB) = arg(zp — z4) + 2km avec k € Z.




Nombr VII. Quotient de deux complexes

Propriété
Soient a, b et ¢ trois nombres complexes, affixes respectives des points A,
B et C dans le plan d’Argand-Cauchy.

c—a| _ AC.
b—a| AB’
'arg(c_a):(ﬁ;ﬁ).
b—a
Démonstration
o |c—a| _le—af AC
b—a| |b—a| AB’

e arg (7% = arg(c — a) — arg(b — a)
g(b_a) ugﬁ) %)
AC)

(4; A
(4; A

Quotient de

deux complexes ( ) +(
= <_f§ A0).




Exemple
Soient a = —4 +1i, b =3 — 3i et ¢ = 7 4 4i les affixes respectives de trois

points A, B et C dans le plan d’Argand-Cauchy. Quelle est la nature du
triangle ABC'?

Calculons (B?, ﬁ)

= arg
= arg(i)
™
=5 [27]
2
Quotient de De plus
deux complexes ’ a—_b
lif =1
c—b ‘

donc BC = AB.

On peut alors conclure que le triangle ABC est rectangle et isocele en B.




VIII. Racines n-iéme de 'unité

Fromiriene Définition
Soit m un entier naturel. On appelle racines n-iéme de 'unité tous les
nombres complexes z tels que 2™ = 1.

On note U,, I’ensemble de toutes ces valeurs :

U, = {Z S (C|Zn = 1}

Pour construire Uy, il est nécessaire de voir « 1 » comme un nombre
complexe, et non plus comme un nombre réel.

Propriété

Soit m un entier naturel.

2ikm

Un:{e n 7/cE[[O;n—l]]}

Démonstration

Notons que 1 = 2k

pour tout entier relatif k; par conséquent,

=1 < Vk€Z, 2" =T

de l'unité

1
= Vhez, ()7 = (e2)"

< VkE€Z, z=€¢ n




Racines

de 1'unit

De plus,

2i(k+n)m 2ikm 2inm 2ikm 2ir
Vke€Z,e  n =en Xen =en Xg
1

Par conséquent,

"=1<«= V0O<k<n—-1, z=¢ n

N
Il

Exemples
On a ainsi :
°* Uz = {1; e
. = .
Us {1,
-U4={1;e ~1; —i)




Nioribres On peut représenter U, & ’aide d’un polygone régulier & n cotés inscrit
dans le cercle unité :

géométrique A

de l'unité

Us : triangle équilatéral
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Racines n-
de l'unité
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Racines n-iéme

de l'un.

Us : pentagone régulier




Nombres

géométrique

Racines n-ié

de l'unité

Ug : hexagone régulier
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