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Introduction historique
Activité - Corrigé

Tout commence avec la résolution de I’équation :
@3 = 150 + 4.

Au XVI© sieécle, en 1545 plus exactement, Jéréome Cardan, un mathématicien italien, a
travaillé « dur » pour établir une formule qui pourrait donner une solution a toute
équation de la forme 23 = px + gq. Il s’agit de la formule suivante :

3l q 2 3 3 g ¢ p8

+ .
2 4 27 2 4 27

Si ’on considére ’équation que ’on souhaite résoudre, on prend p = 15 et ¢ = 4, puis
on applique cette formule :

4 42 153 4 42 153
=3 5+,/77773”+ Z o ey vmmi- Y2y o (1)

27 2 4 27

Diantre! Nous avons affaire a /—12I... Cette formule serait-elle fausse 7

Qu’a cela ne tienne!

Le grand mathématicien est str de sa formule! Il décide alors d’aller au-dela de ces
connaissances contemporaines et créer une nouvelle mathématique dans laquelle, il est
possible calculer une racine carrée d’un nombre négatif!

Pour cela, il commence par considérer que /—1 existe, et il le note « i » de sorte que

V=121 = /121 x i2 = {/(11i)2 = 11i.

(1) < o= ¥V2+1li— V=2 + 11i.
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Par intuition, en appliquant les mémes regles de calculs déja connus, et utilisant la
distributivité pour développer, il obtient :

@+1)*=@2+)E+1)?

= (2+i)(2% +4i+i?)
Introduction =(24+1i)(4+4i—1)

historique

= (24 1)(3 + 4i)
= 6+ 8i + 3i + 4i2
6+11i—4

2+ 11i.

Ainsi,
24i= 2 F 111
On démontrerait de méme que :
—2+4i= ¥Y—2F 111
Finalement,
(1) <= z=2+4+i—(—-2+1i) =4.
Fichtre! Une solution bien réelle alors que nous sommes passés par une mathématique
hypothétique en introduisant ce sibyllin nombre i? Vérifions tout de méme si cette
valeur est bien solution de I’équation initiale :
2 =45=64 et 15244=15x4+4=60+4=64.

La valeur trouvée est donc bien une solution! La mathématique créée pour ’occasion
s’avere donc utile... Cela mérite développement !

Le nombre i telle que 2 = —1, est alors inventé. Ce nombre n’est bien entendu pas
réel.

L’ensemble de nombres obtenus par combinaison linéaire du nombre réel « 1 » et du
nom imaginaire « i », c’est-a-dire des nombres de la forme a X 1 4+ b X i, ot a et b sont

réels, est alors défini.




L’ensemble C

I. L’ensemble C

Définition
On appelle nombre complexe tout nombre de la forme :

z=a+1ib
oll a et b sont deux nombres réels, et ot i2 = —1.
On dira alors que :
® g est la partie réelle de z, notée R(z);
® b est la partie imaginaire de z, noté J(z).

L’ensemble des nombres complexes est noté C.

C={a+ib, a€R, beR} = {a+ib, (a;b) € R?}.

Attention !
La partie imaginaire ne contient pas le « i ».
Exemples
® z1 = 3+ i est un nombre complexe dont la partie réelle est a = 3 et la
partie imaginaire est b = 1.
® 22 = —i est un nombre complexe dont la partie réelle est a = 0 et la
partie imaginaire est b = —1.
® 23 = 7 est un nombre complexe dont la partie réelle est a = 7 et la
partie imaginaire est b = 0.



II. Opérations algébriques sur C

Définition
Soit z = a + ib un nombre complexe. On appelle conjugué de z le nombre :

zZ=a—1ib.
Propriété
Pour tout nombre complexe z = a + ib,
zxZ=a®+ b2

Démonstration
En utilisant la troisieme identité remarquable, on obtient :

(a+ib)(a —ib) = a2 — (ib)?
— a2 —i2p2
=a? — (—1)b?

= a® + b2




II. Opérations algébriques sur C

Considérons deux nombres complexes z = a +ib et 2z’ = o/ +ib’. On définit
alors :

o lasomme : z+2 =(a+ad)+i(b+V);
® le produit : z x 2/ = (a +ib)(a’ +ib’)

aa’ + iab’ + iba’ + bb'i2
= (aa’ — bb') +i(ba’ + ab’).
® l'opposé : —z = —a —ib;

® la différence

tz—2 =24 (=2)=(a—d)+i(b—=1V).
@l’inverse:lzzz a—ib = @ — b i;
Z a2+ b2 a24+0b2 a2 b2
) z 22’ aa’ + bb'  ba’ — ab’ .
0 le quotient : - = =

22 a2 + b2 + a2 + b2 L.

Remarque

Il n’est pas demandé d’apprendre par cceur ces formules, mais juste de
retenir les modes opératoires.




Théoréme (unicité)
Soient a + ib et a’ + b’ deux nombres complexes écrits sous la forme
algébrique.

a+ib=ad +bVica=d et b=V

Démonstration

<) Sia=a' et b=1"V, il est évident que a + ib = a’ + b’

=) Supposons que b # b'. Nous avons alors,

a—a

b —b

atib=d +Vizsa—ad =0 -bi=i=

7
“b €R et i € C. On déduit

. . a
Ce qui est absurde, dans la mesure ou W

donc que b= V',

Par ailleurs, a + ib = a’ + bi = a=d'.

Par conséquent, I’écriture de la forme algébrique d’un nombre
complexe est unique.




Propriétés

Soient z et 2’ deux nombres complexes, 2z’ # 0.
0z 7 —247
@zx2 =2Zx2

®@VneN, 2" =2"
z

7_
(4] ;— 7
@z==z
®@z=2z2 < z€R
z4+z
o R(z) =
2
z—Z
S(z) =
® () 2i
Démonstration

Posons z = a +ib et 2/ = o/ +ib’.

©®@z+z2 =(a+d)+i(b+?)
=(a+a)—i(b+1?d)
= (a — ib) + (a’ —ib’)




® 2z Xz = (a+1ib)(a’ +ib')
= (aad’ — bV’) + i(ab’ + ba’)
= (aa’ — bb') —i(ab’ + ba’).
De plus,

Zx 2 =a+ibx o +ib
= (a—1ib)(a’ —ib’)
= (ad’ — bb') —i(ab’ + ba')
=zx7.
® Démontrons 1’égalité par récurrence.

® Initialisation : pour n =0,
Zn=0=1=1=3%".

® Hérédité : supposons que pour un entier k fixé, zF = 2" (HR).

2ht1 = 2k x 2

2zF x Z d’aprés litem précédent)
=7%" x z d’aprés (HR)
=z

L’hérédité est alors vérifiée.

L’égalité est alors vraie pour n € N.




a’ v’

Nombes T .
comple : (4] ? =2 T2 + o2t b/21
wl_ 1 it
2 —ib a +ib
a4
- a2 + b2
1
=
Ainsi,
z 1
L ax =
2 2
R T s
=ZX d’apres l'item 2 de cette propriété
z
_ 1
=ZX = d’apres ce qui a été fait en amont au début de cet item
z
_ z
==

@zZ=a—ib=a+ib=2z
® z— z = (a—ib) — (a +1ib) = —2ib.
Ainsi, Zz=2 <= z—2=0
= —-2ib=0
<~ b=0
<~ z€eR




z4+Z _ (a+ib) + (a —1ib)
2 2
2a
2
a
R(z)
z—2% (a+1ib) — (a —1ib)
2i 2i



III. Résolution d’équations dans C

Propriété
Soient a et b deux nombres complexes.
L’équation az + b = 0, d’inconnue z, admet pour solution dans C :

b
z=——, avec a#0.
a

lution
quations dans

Exemple
Résoudre dans C I'équation : iz + (1 4+1i) = 0.

L

e (141) =0 = 2= —2 11
1

1 i

— Z=—7 —

1 1
i

<~ z:—i—Q—l

< z=-1+i

Ainsi, S = {—1+ }.




Nombres

comple

Propriété

Soient a, b et ¢ trois nombres réels.

Si A = b% — 4ac < 0 alors I’équation az? 4 bz + ¢ = 0 admet deux solutions
complexes :

= ZboVIAL o 2 VIAL

solution 20/ 2a

quations dans

Remarque
Dans ce cas, z3 = Z1.

Exemple

Le polynéme 22 + z+ 1 a pour discriminant A = —3, donc ses racines sont :

—1—1iV3 —1+4+iV3
= — et 2= —-":

zZ
! 2 2




solution

ations dans

Démonstration

Si a = 0, on retrouve une équation du premier degré bz + ¢ = 0 qu’on peut
résoudre aisément.

Si a # 0, alors

b
02 +bz4+c=0 < a<z2+fz+5):0
a

SiA>0, a22+bz+c:0<:><z+2b—\/x> <z+b+\/z>:0.
a

L. b+ VA —b—VA
Ainsi, S = ; .
2a 2a
SiA<O,
b i/ |A b i/ |A
az2+bz+c—0<:><z+—l||> <z++l||>—0,
2a 2a 2a 2a
Ainsi,S:{_b—’_Z IA';_b_Z | I}
2a 2a



IV. La somme des termes d’une suite géométrique

Propriété

Soit ¢ un nombre complexe. Pour tout nombre entier n, nous avons :

" —1=(q— D" +q"+ + P+ q+1). (1)

La somme d’une

o Démonstration
lére méthode :

géométrique

(=@ " +¢" 2+ +q+1)
= q@" T gk ) 1T T g D)
= q"+gy’1’+...+ﬁ2’+/1_/qﬂ/’1’_ﬂy7_..._}1_1
n
~1

= 4q




2éme méthode : Démonstration par récurrence.

Initialisation : Pour n =1,ona ¢' — 1= (¢—1)(¢'"1) =¢— 1.
Hérédité : Supposons que ’égalité (1) est vraie pour un nombre entier n,
fixé.

Montrons que ’égalité (1) est vraie pour n + 1. En effet, pour ¢ # 1,

¢t -1 " —gq+q-1

q—1 q—1
{_thSon'nns- d’une _ g"—-1 q-—1
Hoermimiame g—1 q—1

= q¢" '+ " P+ g )+
— qn+1+qn71+”.+q+1.

Ainsi, ¢"T —1=(¢—-1)(¢"+¢" ' +---+g+1).
Conclusion : Pour tout n dans N,

" =1=(g= D"+ " P gt ).
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somme d’une

géométrique

Propriété
Soient a et b deux nombres complexes. Pour tout nombre entier n, nous

avons :

a" =" =(a—b)(a" P+ a" 2o+ + a2 3 4 ad" 2 4L, (2)

Démonstration a
Posons ¢ = —, avec b # 0. En remplacant ¢ par 3 dans ’égalité (1), on

obtient :
(B -1= G () (@) e g )
a™ —b" a—1b a1 a2 a
S )

b an_bn_ n2 a 1
= X =0t bnl bn2+"'+g+

1 an2

n n o __ n—1
&S ad"=bv"=b (a_b)(b”—1+b"—2+ +b+1)
s d"—b"=(a—b0)(a""t+a"Zb4+ -+ ab" 2L,
C.Q.F.D.




V. Formule du binome de Newton

Définition
Soit n € N*. On appelle « factorielle » de n le nombre
n
nl=1x2x3x---xn=1]]k
k=1

Par convention, on pose 0! = 1.

Exemples

=1 21=2 31=6 41 =24 5! =120 6! =720
7! =5 040 8! = 40 320.

Proposition

n! est le nombre de permutations d’un ensemble contenant n éléments.

Formule du

binéme de

Newton Exemples

® Cas n =3 : 1l ya 3! =6 permutations possibles de 3 éléments.
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V. Formule du binome de Newton

Définition
Soit n € N*. On appelle « factorielle » de n le nombre
n
nl=1x2x3x---xn=1]]k
k=1

Par convention, on pose 0! = 1.

Exemples

=1 21=2 31=6 41 =24 5! =120 6! =720
7! =5 040 8! = 40 320.

Proposition

n! est le nombre de permutations d’un ensemble contenant n éléments.

Exemples

® Cas n =3 : 1l ya 3! =6 permutations possibles de 3 éléments.
123 132 213 231 312 321

® Cas n =4 :1Ily a 4! = 24 permutations possibles de 24 éléments.
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V. Formule du binome de Newton

Définition
Soit n € N*. On appelle « factorielle » de n le nombre
n
nl=1x2x3x---xn=1]]k
k=1

Par convention, on pose 0! = 1.

Exemples

=1 21=2 31=6 41 =24 5! =120 6! =720
7! =5 040 8! = 40 320.

Proposition

n! est le nombre de permutations d’un ensemble contenant n éléments.

Exemples

® Cas n =3 : 1l ya 3! =6 permutations possibles de 3 éléments.
123 132 213 231 312 321

® Cas n =4 :1Ily a 4! = 24 permutations possibles de 24 éléments.

1234 1243 1324 1342 1423 1432
2134 2143 2314 2341 2413 2431
3124 3142 3214 3241 3412 3421
4123 4132 4213 4231 4312 4321



Formule du
binéme de
Newton

2n + 3)! _ (2n+3)(2n+2)'(2n+ 1)! _ @n+3)@nt1).

2n + 1)! (2n+1)
n+1)! n!

Arrangements (facultatif)

On dispose de n objets discernables. On en préléve successivement p les
uns apres les autres. Il y a :

® n choix possibles pour prélever le ler objet ;

® (n — 1) choix possibles pour prélever le 2¢me objet ;

® (n — 2) choix possibles pour prélever le 3¢me objet ;

e ...

® (n — p+ 1) choix possibles pour prélever le péme objet.
On obtient ainsi n X (n — 1) X (n —2) X -+ X (n — p + 1) prélévements

|

possibles, soit .
n—p)!
C’est le nombre d’arrangements de p objets parmi n. On le note A%.
Exemples

Un pronostic de tiercé ordonné (pari hippique) revient a désigner 3
numéros parmi n (effectif total des partants), soit A3.

Pour une course de 10 partants, il y a A?O =10 X 9 x 8 = 720 tiercés
ordonnés possibles.



Définition
Soit n € Net p € {0,1,---,n}.
On désigne par coefficient binomial « k parmi n » le nombre :

k_ (™) = nt | = _
Cn_(k)_k!(n_k)!etn._1><2><3>< X (n—1) x n.

11 désigne par exemple le nombre de sous-ensembles & k éléments pris
parmi n éléments distincts.

Exemples

n
° <k) est le nombre de chemins dans ’arbre binaire représentatif d’un

schéma de n épreuves de Bernoulli conduisant a p succes.

Formule du
binéme de
Newton

n
o <k) est le nombre de préléevements simultanés (sans remise) de p

objets parmi n.

Propriété

Pour tout entier naturel n et pour tout entier k < n,

)+ (=0,



https://maths-mde.fr/photos/arbrebinaire.png

Démonstration

n n n! n!
o)+ () = (kD=1 | (n— k)
k x n! (n—k+1) xn!
T X (—Er D= (n—k+ 1) x (n— k)
k x n! (n—k+1) xn!

=kt DR (n—k+ D)W
Exnl4+(n—k+1)xnl!

(n—Fk+1)k!
_ tnxal
Formule du (n—k+ 1)k
Kewton _ (1
(n—k+ 1)k

- )

A Taide de cette propriété, nous pouvons « construire » une visualisation
des premiers coefficients binomiaux.

Chaque nombre en noir est obtenu en ajoutant le nombre au-dessus et
celui qui est & gauche du nombre au-dessus, comme le montre ’exemple du

6 = 3 4 3 qui illustre I’égalité : (?) + (g) = (3)




n
0 1
1 1 1
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Formule du binéme de Newton
Soient (a,b) € R? et n € N. On a,

n

(a+0)"=>" (Z) akpn—k,

k=0




Nombr
Démonstration
Démontrons cette égalité par récurrence.

¢ Initialisation : (a 4+ b)! = a+ b et

LN o 1\ 0,1 N\ 1.0

E ()ab :()ab +()ab:b+a:a+h
k=0 k 0 1

® Hérédité : supposons que pour un entier p fixé, (a + b)? = k o (:) akFpp—k,
Alors,
(a+ b)PT! = (a+ b)(a + b)P

P
(a+b) Z (p) aFpP =k d’apreés ’hypotheése de récurrence
k=0 k

P P

S (p)akbp_k oy (p)akbp_
k=0 k k=0 k

P P

Z P) Tk ) (:0) QFpp— k1

k k=0 k

( P ) kpp—(k—1) - (P) kyp—k+1
a + Z a’b
1\ =0 \k

- ( QP <P>ap+1bp—(p+1—1)
ot k*l P

P
Z (P) S (P) 20— 0+1
k=1 k 0

|
Q

Formule du
binéme de
Newton

'syv
»—o

—

+




-1
<p+ 1) aFp Tl gl ol oy (k p 1) n (p) _ <p+ 1)

k k k
(PJF 1) akb"k+1 + (PJF 1> R + (P + 1) pp1
k p+1 0

=1 =1

P

(a+ )Pt =3 ((k b ) + (Z)) aFpmi PO 4 Ot
k=1

>

k=1

>

k=1

p+1 1
-3 (PJF )akbn—k-*-y

k=0 k

L’égalité est alors vraie au rang p + 1. L’hérédité est alors vérifiée.

Propriété
1 si n =4k
Formule du . Lo
binéme de FLO stn= 4k +1 ; kez
Newton —1 sin=4k+2
—i sin=4k+ 3
Démonstration

Raisonnons par disjonction de cas sur n :

k k k
o sin=dk i =it = M= [ =[] = [1] =1
® sin=dk+1,i" =it =4k il =
® sin=4k+2,i" =it x il

® sin=dk+3,i" =i*t2 il =
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Propriété

Soit z = a + ib un nombre complexe, et soit n un entier naturel. Alors,

2" = (a+1ib)"
_ W n—kpk _ (" n—kpk
- Z (k>a' b Z k)a b
k=4p k=4p+2
k<n k<n
: ™\ n—kpk (") n—kpk
¥ — b
il X (3)e > (e
k=4p+1 k=4p+3
k<n k<n
o/m n!
ou( ):7,avecn!:1><2><3><-v-><(n—1)><n.
k kl(n — k)!

Exemple : Calculons (2 + 3i)°.



Nombr

k=4p+1 k=4p+3
k<6 k<6
X 6 6N\ 6_4n4 6\ 6-242 6\ 16646
Formute du (2+380)° = () 280 + ()20 8" - () 277287 + ()27 %3

binéme de
Newton 6 X 6 X 6 L.
: 26713147< )26—535__< )26—333
ti (<1> 5 3
=1x20415x22x3*—15x24x324+1x38
+i<6><25><3+6><21 ><35—20><23><33)

=4924 — 2889 + (3492 — 4320)
= 2035 — 828i.
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