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CORRICGE : DEVOIR SURVEILLE N° 1

Maths Expertes

DUREE 1h30 CALCULATRICE autorisée BAREME 20 pts

Consignes. Toute réponse doit étre justifiée. Les résultats sont a encadrer. La présentation et la rédaction

sont prises en compte dans la notation.
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Exercice 1 « Forme algébrique d’un nombre complexe & Conjugué (3 pts)

On rappelle que, pour tout nombre complexe z =a +ib : Z = a — ib.
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(1—9)? = 1-2i+4i?

Donc,
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(1—4)3 = —2i(1—1)
= —2 + 2
= —2- 9.
En conséquence,
B 1 1
Z]_:—E—ZZ
241 5
2. 29 = )
SR
_ 2+ 5
R T
B 2—i+ 5
344 1-—4

Déterminons la forme algébrique de chaque terme.

2—i  (2-i)(3—1)
3+i  (3+9)(3-1)
_ 6—2i—3i+d?
B 10
_ 5-—5i
10
1 1,
- 2 2"
De méme,
5 5(141)
1—i (1 —d)(1+9)
_ 5(1+41)
B 2
5 5
- 54—*2
Donc,
_ 1 1. 5 5
Z2 = 5—514-5—1-52
= 3+2i.

En conséquence,

F=37)
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Exercice 2 « Automatismes (4 pts)

Lycée Evarite Galois

Les quatre questions sont indépendantes.

1. La forme algébrique de la somme :

S:

2. La forme algébrique :

(1-i)° =

125
D i
k=0

L+i+d®+-+
Z'126_1
i—1
jAX314+2

i—1
(i*)3 x @2 — 1

i—1

-1-1
i—1
-2
i—1
—2(—i—1)
(t—=1)(=i—1)
2i + 2

2
1+i.

Z~125

car, 126 =4 x31+2

5
Z (2) 1571@(_1')1@
k=0

1 —5i 4+ 10(=4)2 + 10(=4)3 + 5(—i)* 4 (=4)®
1—5i—104+10i +5—i

—4 + 4.

3. Déterminons une racine carrée de 3 — 4i.
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Posons z = a + ib, ot a et b sont deux réels. On cherche z tel que 22 = 3 — 4i. Ainsi,

3—4di=(a+ib)? < 3—4i=a®—0b>+ 2abi

a?—b> =3
2ab = —4

a’?— b =3
=
ab= -2
a2 -2 =3
= 2
b=——, aveca #0
4
a’ — 5 =3
=4 az
b=——, aveca #0
a
at—3a*>—-4=0
A 2
=——, aveca # 0
a

Posons X = a?. On obtient alors :
X?-3X-4=0.
Le discriminant de cette équation est égal a :
A= (=3)?—4x1x(—4) =25.

A étant positif, cette équation admet deux solutions :

3-5 345
Xi="g" =1 et Xp=" 7=

4.

Or, X =a® > 0. Donc, a® =4, d’ou :

a=2 ou a=-2.

Sia=2,alors b= 5= —1.
2
Sia=-2 alorsb=——=1.

Par conséquent, les deux racines carrées de 3 — 4:¢ sont :

2—i et —2+i]

On peut vérifier que :
(2—i)> =4—4i+i* =3 — 4.

Attention! La notation /3 — 4i est & utiliser avec précaution. En effet, contrairement aux
nombres réels positifs, un nombre complexe non nul possede deux racines carrées opposées

dans C. Il est donc préférable de préciser que ’on cherche une racine carrée de 3 — 4i.
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4. z1 et z9 sont deux nombres complexes :

7T+

-3 -5

3z1 +2z9 =
Z1 — 222 =

W+ Ly— 421 =4—41 — 21 =1—1.

L1 — 3Ly = 820 =161+ 16 = 29 = 2 + 21.

Ainsi,

Lycée Evarite Galois

T+ Ly

-3 — 51 Lo

321+ 229 =
Z1 — 222 =

1S ={(1—i;2+2i)}]

2
Des lors, pour x = 3 :

3

9
,[4 24
= 21— — —
9 9
7

= —1.

9

z est réel <
=

Ainsi, z est un réel lorsque,
Dés lors, pour z =1 :

Et, pour x =3 :

Exercice 3 « Partie réel et partie imaginaire d’'un nombre complexe (2 pts)

Soit z un réel et z = 3z — 2 +i(z? — 4z + 3).

1. z est un imaginaire pur si et seulement si sa partie réelle est nulle. Autrement dit,

z est un imaginaire pur < Re(z) =0

2
3IX=—2+1

4 8
—0+i[—+ﬂ

2. z est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle. Autrement dit,

z=3x1-2=1.

z2=3x3-2=T.

s 3r—2=0
& z=2
=3

2\ 2 2
Z) —g4x =
<3> ><3+3]

i
9

Im(z) =0
2> —4x4+3=0
(x—1)(x—3)=0.

ou x=3.
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Exercice 4 « Equation du premier degré (2,5 pts)

Résoudre dans C les deux équations suivantes.

1. Soit z € C,
4z —-2=424+34+21 & 4dz—1z=5+4+2
& (4—i)z=5+2i
o 542
z =
4—1
o Z:(5+2.z)(4—|—.z)
(4—1i)(4+1)
- 20+ 5i + 8i + 2¢*
N 16 — 42
o 18 4+ 131
2= —.
17
Ainsi,

18 13

2. Posons, z = a + ib. Ainsi, Z = a — ib, avec a,b € R. Des lors,

Jiz—z+1=5+22—i & 3i(a+ib)—(a—ib)+1="5+2(a—ib)—i
& 3ia—3b—a+ib+1=>5+2a— 2ib—i.

L’unicité de la forme algébrique d’un nombre complexe entraine alors :

-3b—a+1=5+2a
3a+b=-2b—1.

La premiere équation donne :

3a + 3b = —4.

La seconde donne :

3a+ 3b=—1.

C’est contardictoire. Ainsi, cette équation n’admet aucune solution. Autrement dit,

Exercice 5 « Equation du second degré (2,5 pts)

1. Le discriminant de 1’équation 322 — 4z +2 = 0 est égal & :
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A = b —4ac
= (—4)?—4x3x2
= 16—-24
= -8

4 —i\/38 ot 4+ iv/8

6 z9 = .

6
52{22’\/5‘ 2+z’\/§}
3 ’ 3 ’
2. Posons z = a + ib, avec a et b deux réels. Ainsi,
22 -2242=0 & (a+ib)>—2(a—ib)+2=0
& a® —b* + 2iab — 2a +2ib+2 =0
& a®— b —2a+2+i(2ab+2b) =0
{a2b22a+220

z1 =

Ainsi,

-~
2ab+2b=0
a?—b*—-2a+2=0
=
b(2a+2) =0

{aQ—bQ—Qa—{—Z:O

b=0 ou a=-1

Des lors, si b = 0, alors :
a?—2a+2=0.
Le discriminant de cette équation est égal a :
A = (=22 —4x1x2
= 4-8
= —4.

ne donne aucune solution.

Et, si a = —1, alors :
(1> =b*=2(-1)+2=0 & 1-0*+2+2=0
& 5-b0=0
= =5
g

b=+5 ou b= —+5.

Par conséquent, les deux solutions sont :
z=-1+4+iV/5 ou z=—-1-—1i/5.

Ainsi,

S:{—Hz\/%; —1—1'\/5}.

A étant strictement négatif, cette équation admet deux solutions dans C :

Cependant, A étant négatif, cette équation ne posséde aucune solution réelle. Donc, ce cas
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Exercice 6 « Polynéme de degré 3 (3 pts)

1. i est une racine de f. En effet,
f@) = @ —@+d)i*+ (24 3i)i —2i
= —i— (344)(=1)+2i + 3% —2i
—t+34+1+2t -3 -2
= 0.
2. Soient a et b deux nombres complexes :
f(z) = (z—9)(z*+az+D)
= P4 a2’ +bz—iz% —iaz—ib

= 224 (a—1i)2® + (b—ia)z — ib.

Ainsi, par principe d’identification des coefficients, on obtient :

a—i=—(3+1) 0= _3

b—ia=2+3i &S (b—i(-3)=2+3i

—ib=—2 b=2
a=-3

& (b+3i=2+3i
b=2
Ainsi,
f(2)=(z—i)(z2=32+2)|
3. Soit z € C,

fz)=0 & (z—i)(2*-32+2)=0
& z=iou 22-324+2=0. (E)

Le discriminant de I’équation (E) est égal a :

A = b —dac
= (-3 —4x1x2
= 9-8
= 1

A étant positif, I’équation (F) admet deux solutions réelles, donc complexes :

3—v1 3-1

= e et 1
“ 2 2
3+V1 3+1
z9 = = = 2.
2 2
Ainsi,
]S:ﬁ;1;ﬂy
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Exercice 7 e« Suites numériques (3 pts)

Soit la suite de nombres complexes (z,) définie sur N par :

VY
Zn+1—2zn 22

Soit (uy,) la suite définie sur N par : u, = 2z, — i.

1. Pour tout n € N, on a :

Uptl = Zpt1 — 1
1
1 1,
= §Zn — 52
1 .
= §(zn — 1)
1

Ce qui implique que, pour tout entier naturel n,

Un+1 = iun

Ug=2z20—1=2—1.

2. La suite (uy,) étant géométrique, nous pouvons alors ’écrire sous la forme :

(1)
we-0 ()]

Des lors, on peut déduire 'expression explicite de z, en fonction de n :

Ainsi,

Zn = Up+1
1 n

Par conséquent,

Autrement dit, (uy,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme :
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