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Corrigé : Devoir Maison n°3
ä Exercice 1 : (3 points)

La transformée de Fourier discrète de (x0; x1; · · · ; xn−1) est (X0;X1; · · · ;Xn−1) avec

Xl =
n−1∑
k=0

xk × w−kl et 0 6 l 6 n− 1.

1. Dans le cas particulier où n = 2. La transformée de Fourier de (x0 ; x1) est (X0 ; X1) avec :

{
X0 =

∑1
k=0 xk × w−k×0

X1 =
∑1

k=0 xk × w−k×1
⇔

{
X0 =

∑1
k=0 xk × w0

X1 =
∑1

k=0 xk × w−k

⇔

{
X0 = x0 + x1

X1 = x0w
0 + x1w

−1

⇔

{
X0 = x0 + x1

X1 = x0 + x1e
−iπ

⇔

{
X0 = x0 + x1

X1 = x0 − x1.

2. Deuxième cas particulier où n = 3.

(a) La transformée de Fourier de (x0; x1; x2) est (X0;X1;X2) avec :
X0 =

∑2
k=0 xk × w−k×0

X1 =
∑2

k=0 xk × w−k×1

X2 =
∑2

k=0 xk × w−k×2

⇔


X0 =

∑2
k=0 xk × w0

X1 =
∑2

k=0 xk × w−k

X2 =
∑2

k=0 xk × w−2k

⇔


X0 = x0 + x1 + x2

X1 = x0w
0 + x1w

−1 + x2w
−2

X2 = x0w
0 + x1w

−2 + x2w
−4

⇔


X0 = x0 + x1 + x2

X1 = x0 + x1e
−i 2π

3 + x2e
−i 4π

3

X2 = x0 + x1e
−i 4π

3 + x2e
−i 8π

3

⇔


X0 = x0 + x1 + x2

X1 = x0 + x1e
−i 2π

3 + x2e
−i 4π

3

X2 = x0 + x1e
−i 4π

3 + x2e
−i 2π

3

.

(b) De la question précédente on déduit la transformée de Fourier de (1; 0; 1) :
X0 = 2

X1 = 1 + e−i 4π
3 = 1− 1

2
+ i

√
3

2
=

1

2
+ i

√
3

2

X2 = 1 + e−i 2π
3 = 1− 1

2
− i

√
3

2
=

1

2
− i

√
3

2
.
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ä Exercice 2 : (7 points)

1. (a) Posons Sn = 1 + z + z2 + · · ·+ zn−1. Pour tout z ∈ C, on a :

(1− z)
(
1 + z + z2 + · · ·+ zn−1

)
= Sn − zSn

= Sn −
(
z + z2 + · · ·+ zn

)
= Sn −

(
−1 + 1 + z + z2 + · · ·+ zn−1 + zn

)
= Sn − (−1 + Sn + zn)

= Sn + 1− Sn − zn

= 1− zn.

(b) Soit z ∈ C. En utilisant la question précédente, on obtient :

zn = 1 ⇔ zn − 1 = 0

⇔ (1− z)
(
1 + z + z2 + · · ·+ zn−1

)
= 0

⇔ 1− z = 0 ou 1 + z + z2 + · · ·+ zn−1 = 0.

2. On pose ω = ei
2π
5 .

(a) Il est assez aisé de voir que : ω5 =
(
ei

2π
5

)5

= e
i 2×�5×π

�5 = e2πi = cos(2π) + i sin(2π) = 1.
Par ailleurs, ω = e−i 2π

5 et ωω = ei
2π
5 e−i 2π

5 = e0 = 1.
Dès lors, ω5 = 1 ⇔ ω5ω = ω ⇔ ω4 × ωω = ω ⇔ ω4 = ω.
De plus, ω4 = ω ⇔ ω4ω = ω2 ⇔ ω3 × ωω = ω2 ⇔ ω3 = ω2.

(b) On rappelle que : ωn = ωn, ∀n ∈ N. On pose u = ω + ω4 et v = ω2 + ω3. Ainsi,

u+ v = ω + ω4 + ω2 + ω3

= ω(1 + ω + ω2 + ω3)

= ω × ω4 − 1

ω − 1

=
ω5 − ω

ω − 1

=
1− ω

ω − 1
= −1.

De plus,

uv = (ω + ω4)(ω2 + ω3)

= (ω + ω)(ω2 + ω2)

= ω3 + ωω2 + ωω2 + ω3

= ω2 + ω + ω3 + ω4 car ωω = 1 et ω2 = ω3

= ω × ω4 − 1

ω − 1

=
1− ω

ω − 1
= −1.

(c) u et v sont les deux solutions de l’équation z2 − (u+ v)z + uv = 0, soit z2 + z − 1 = 0.
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ä Exercice 2 : (suite)

(d) Le discriminant de l’équation z2 + z− 1 = 0 est égal à : ∆ = b2 − 4ac = 12 − 4× 1× (−1) = 5.
∆ étant strictement positif, cette équation admet deux solutions :

u =
−1 +

√
5

2
> 0 et v =

−1−
√
5

2
< 0.

Par ailleurs, u = ω + ω4 = ω + ω = 2 cos

(
2π

5

)
et v = ω2 + ω2 = ω2 + ω2 = 2 cos

(
4π

5

)
.

Par conséquent, cos
(
2π

5

)
=

−1 +
√
5

4
et cos

(
4π

5

)
=

−1−
√
5

4
.

3. Soit Ap le point d’affixe ωp avec p un entier naturel.
(a) Si ωp est l’affixe de Ap, alors ωp+5 est l’affixe Ap+5. Dès lors,

ωp+5 = ωp+5

=
(
ei

2π
5

)p+5

= ei
2(p+5)π

5

= ei
2pπ
5 ei

10π
5

= ei
2pπ
5 e2πi

= ωp, car e2πi = 1 et ei
2pπ
5 = ωp.

Ainsi, les points Ap et Ap+5 sont confondus.

Par ailleurs, on sait que : cos2
(
2π

5

)
+ sin2

(
2π

5

)
= 1. Ainsi, les coordonnées du point

A1 sont :

cos

(
2π

5

)
=

−1 +
√
5

4
et sin

(
2π

5

)
=

√
1− (−1 +

√
5)2

16
=

√
10 + 2

√
5

16
=

√
5 +

√
5

8
.

(b) Pour tout entier naturel p, on a : OAp = |ωp| = 1. De plus,

ApAp+1 = |ωp+1 − ωp|
= |ωp||ω − 1|
= |ω − 1|

=

√(
cos

(
2π

5

)
− 1

)2

+ sin2

(
2π

5

)

=

√
2− 2 cos

(
2π

5

)

=

√
2− −1 +

√
5

2

=

√
5−

√
5

2
.

On dit alors que le pentagone A0A1A2A3A4 est un pentagone régulier.
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