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ä Exercice 1 : (6 points)

Soit p un nombre premier impair. On considère dans Z l’équation (E) : x2 ≡ 2 [p].
1. (a) Montrer que : 2p−1 ≡ 1 [p].

(b) Nous avons, en effet, l’égalité suivante :
(
2

p−1
2 − 1

)(
2

p−1
2 + 1

)
=

(
2

p−1
2

)2

− 1 = 2p−1− 1.

Or, p est impair donc p− 1 est pair et p− 1

2
∈ N. Dès lors,

2p−1 ≡ 1 [p] ⇔ 2p−1 − 1 ≡ 0 [p]

⇔
(
2

p−1
2 − 1

)(
2

p−1
2 + 1

)
≡ 0 [p]

⇔ p |
(
2

p−1
2 − 1

)(
2

p−1
2 + 1

)
⇔ p |

(
2

p−1
2 − 1

)
ou p |

(
2

p−1
2 + 1

)
⇔ 2

p−1
2 ≡ 1 [p] ou 2

p−1
2 ≡ −1 [p].

2. Soit x une solution de l’équation (E).
(a) Raisonnement par l’absurde : Supposons que p divise x. Cela implique que p divise x2.

Or, x est une solution de l’équation (E). Autrement dit, x2 ≡ 2 [p]. Ce qui revient à dire
que p | x2 − 2. D’où, p | x2 − (x2 − 2), soit p | 2. Ce dernier résultat est contradictoire
avec le fait que p est impair.
Ainsi, x n’est pas divisible par p. Par ailleurs, p est premier donc 1 est le seul diviseur
commun de a et x. Par conséquent, p ∧ x = 1.

(b) Nous savons que p est premier et que p∧x = 1, donc d’après le petit théorème de Fermat :
xp−1 ≡ 1 [p].

Or, x2 ≡ 2 [p] et p− 1

2
∈ N, donc (x2)

p−1
2 ≡ 2

p−1
2 [p]. D’où, xp−1 ≡ 2

p−1
2 [p].

Par transitivité, on déduit que : 2 p−1
2 ≡ 1[p].

3. Pour tout k ∈ {1, 2, · · · , p− 1}, on a :(
p

k

)
=

p!

k!(p− k)!

=
p(p− 1)!

k(k − 1)!(p− 1− (k − 1))!

=
p

k

(
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p− 1

)
.

Ainsi, k
(
p
k

)
= p

(
p−1
k−1

)
. D’où, p | k

(
p
k

)
. Par ailleurs, p∧ k = 1, donc d’après le théorème de Gauss

p divise
(
p
k

)
.

4. (a) En utilisant la formule de Moivre, on obtient :

(1 + i)p = 2
p
2

(
1 + i√

2

)p

= 2
p
2

(
cos

(π
4

)
+ i sin

(π
4

))p

= 2
p
2 cos

(pπ
4

)
+ i2

p
2 sin

(pπ
4

)
.
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4. (b) On admet que : (1 + i)p =
∑k= p−1

2
k=0 (−1)k

(
p
2k

)
+ i

∑k= p−1
2

k=0 (−1)k
(

p
2k+1

)
.

En identifiant la partie réelle de la susdite égalité avec celle du résultat obtenu dans la
question précédente, on obtient :
2

p
2 cos

(pπ
4

)
=

∑k= p−1
2

k=0 (−1)k
(
p
2k

)
.

Or, (−1)k ∈ Z et
(
p
2k

)
∈ N, donc 2

p
2 cos

(pπ
4

)
∈ Z.

Par ailleurs, pour tout k ∈ {1, 2, · · · , p− 1}, p |
(
p
k

)
, et cela implique que pour tout

k ∈
{
1, 2, · · · , p−1

2

}
, p |

(
p
2k

)
.

On déduit alors que : p |
∑k= p−1

2
k=1 (−1)k

(
p
2k

)
. Autrement dit,

∑k= p−1
2

k=1 (−1)k
(
p
2k

)
≡ 0 [p].

D’où, (−1)0
(
p
0

)
+
∑k= p−1

2
k=1 (−1)k

(
p
2k

)
≡ 1 [p], car (−1)0

(
0
p

)
= 1.

Par conséquent, 2 p
2 cos

(pπ
4

)
≡ 1 [p].

5. Supposons que x est une solution de l’équation (E) quand p ≡ 5 [8].
Or, p ≡ 5 [8] ⇔ 8 | p− 5 ⇔ ∃k ∈ Z : p = 8k + 5. Ainsi,

2
p
2 cos

(pπ
4

)
≡ 1 [p] ⇔ 2

p
2 cos

(
(8k + 5)π

4

)
≡ 1 [p]

⇔ 2
p
2 cos

(
5π

4
+ 2π

)
≡ 1 [p]

⇔ 2
p
2 cos

(
5π

4

)
≡ 1 [p]

⇔ 2
p
2 × −

√
2

2
≡ 1 [p]

⇔ −2
p
2
−1+

1

2 ≡ 1 [p]

⇔ −2
p−1
2 ≡ 1 [p]

⇔ 2
p−1
2 ≡ −1 [p]

Par ailleurs, 2 p−1
2 ≡ −1 [p]. Par transitivité, on obtient, 1 ≡ −1 [p]. Autrement dit, 2 | p. C’est

contradictoire avec le fait que p est impair.
Par conséquent, l’équation (E) n’admet pas de solution dans Z dans le cas où p ≡ 5 [8].

ä Exercice 2 : (4 points)

Tout entier naturel a s’écrit sous la forme : a = an×10n+an−1×10n−1+ · · ·+a1×10+a0, avec pour
tout i, ai ∈ N et ai < 10. Cette écriture en base de 10, est souvent notée comme suit anan−1 · · · a1a0.

1. Il est clair que pour tout n ∈ N∗, 2 | 10n. Autrement dit, 10n ≡ 0 [2].
Ainsi, ai × 10i ≡ 0 [2], avec ai ∈ N et 1 6 i 6 n.
Par addition, on obtient, an × 10n + an−1 × 10n−1 + · · ·+ a1 × 10 ≡ 0 [2]. Par conséquent,

an × 10n + an−1 × 10n−1 + · · ·+ a1 × 10 + a0 ≡ a0 [2].
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2. Il est assez aisé de montrer que pour tout n ∈ N∗, 3 | 10n − 1. En effet,
10n − 1 = (10 − 1)(10n−1 + 10n−2 + · · · + 1) = 9(10n−1 + 10n−2 + · · · + 1). Or, 3 | 9 donc
3 | 9(10n−1 + 10n−2 + · · ·+ 1). D’où le résultat.
Nous avons alors, pour tout n ∈ N∗, 10n − 1 ≡ 0 [3]. Par multiplication, on obtient :
ai × (10i − 1) ≡ 0 [3], avec ai ∈ N et 1 6 i 6 n.
Et par addition, on obtient : an × (10n − 1) + an−1 × (10n−1 − 1) + · · · a1 × (10− 1) ≡ 0 [3],

Par ailleurs,
an10

n+ an−110
n−1+ · · ·+ a110+ a0 = an (10

n − 1)+ an−1 (10
n−1 − 1)+ · · ·+ a1 (10− 1)+ an+

an−1 + · · ·+ a1 + a0.

Ainsi, an + an−1 + · · ·+ a1 + a0 ≡
∑n

i=0 ai [3]. Autrement dit, a ≡
∑n

i=0 ai [3].

3. Il est évident que pour tout n > 2, 4 | 10n, car 4 | 100. Ainsi, 10n ≡ 0 [4], pour tout n > 2.
Ce qui implique que, ai × 10i ≡ 0 [4], avec ai ∈ N et 2 6 i 6 n.
On obtient alors par addition, an× 10n+ an−1× 10n−1+ · · ·+ a2× 102 ≡ 0 [4]. Par conséquent,
a ≡ 10× a1 + a0 [4].

4. Il est clair que pour tout n ∈ N∗, 5 | 10n. Autrement dit, 10n ≡ 0 [5].
Ainsi, ai × 10i ≡ 0 [5], avec ai ∈ N et 1 6 i 6 n.
Par addition, on obtient, an × 10n + an−1 × 10n−1 + · · ·+ a1 × 10 ≡ 0 [5]. Par conséquent,

an × 10n + an−1 × 10n−1 + · · ·+ a1 × 10 + a0 ≡ a0 [5].

Autrement dit, a ≡ a0 [5].

5. Il est clair que pour tout n ∈ N∗, 9 | 10n − 1. En effet,
10n − 1 = (10− 1)(10n−1 + 10n−2 + · · ·+ 1) = 9(10n−1 + 10n−2 + · · ·+ 1). D’où le résultat.
Nous avons alors, pour tout n ∈ N∗, 10n − 1 ≡ 0 [9]. Par multiplication, on obtient :
ai × (10i − 1) ≡ 0 [9], avec ai ∈ N et 1 6 i 6 n.
Et par addition, on obtient : an × (10n − 1) + an−1 × (10n−1 − 1) + · · · a1 × (10− 1) ≡ 0 [9],

Par ailleurs,
an10

n+ an−110
n−1+ · · ·+ a110+ a0 = an (10

n − 1)+ an−1 (10
n−1 − 1)+ · · ·+ a1 (10− 1)+ an+

an−1 + · · ·+ a1 + a0.

Ainsi, an + an−1 + · · ·+ a1 + a0 ≡
∑n

i=0 ai [9]. Autrement dit, a ≡
∑n

i=0 ai [9].

Bon courage !
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