Classe : Maths Expertes

Matrices

Lycée : Evariste Galois

Exercice n°1

1. dim(A) = dim(C) =2 x 3.
dim(B) = dim(D) = 3 x 2.

2. Les seules sommes que 'on peut faire avec ces
matrices sont :

2 -1 5 1 50
A+C_<3 1 —2)+<—2 1 2)'

(3 4 5
“\1 20

00
— B+D=B+(-B)=0=(0 0
00
-1 3 1 -3
3.B+2D=|2 -1]+2|-2 1
5 0 -5
-1 3 2 —6
=2 -1|+[-1 2
5 0 ~10 0
1 -3
=(-2 1]|=D
~5 0

On aurait aussi pu écrire :

B+2D=B+2(-B)=B-2B=-B=D",

Ax D — -1 2 2 -1 _ -6 7 _

3 -1 -2 3 8 —6

2 -1 -1 2 -5 5
BXA_(—z 3><3 —1)‘(11 —7)'
On peut alors constater que AB # BA, ce qui signifie

que dans un cas général, le produit de deux matrices
n’est pas commutatif.

Exercice n°3

On calcule :

AB =

7 3 4

-5 5 7

21-20 28-28

—15+15 —-20+21

(o 3)="

BA— 3 4 7T -4 _ 21-20 —-12412
5 7)\-5 3 35—-35 —20+21

10
_<0 1)_12'

Ainsi, A et B sont inverses 'une de l'autre.

Exercice n°4

1 -6
La=(t )

ad—bc = 3—(—24) = 27 # 0 donc A~! existe et :

1 (3 6
_1__
A _27<—4 1)’

-1 1
2. A= .
" 4)
ad —bc=1—-1=0 donc A n’est pas inversible.
-5 1
3. A= .
(7 3)
ad—bc = —35—4 = —39 #£ 0 donc A est inversible
et son inverse est :

L (7 -1\ _ 171
30\—4 —5) 30\ 4 5)°
4.A:<0 1).
10

ad—bc=0—1= —1# 0 donc A est inversible et
son inverse est :

A—lzi 0 -1 _ A
—-1\-1 O

Exercice n°5

1. On obtient :

1 2 3 1 3 6
A2=(0 1 2 ., A=10 1 3],
0 01 0 0 1
2. — Initialisation : I’égalité est vraie pour n = 1.

— Hérédité : supposons que pour un entier k fixé,
E(k+1)
R
A=l 1 k|
0 0 1

Alors,

1ok REEDN /o1
k1 _
AR = k 01 1
0 o 1 0 0 1

1 14k 14k EOED

=lo 1 1+k

0o 0 1

1 1+k (k+1)[1+ %]
=lo 1 1+k

0 o0 1

1 14k (k+1)(k+2)

2

=lo 1 kE+1 '

0 0 1
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L’hérédité est alors vérifiée.

L’égalité est donc vraie pour tout entier naturel n.

0 O 0
1. On vérifie que N> = [6 18 —18] et N3 =0
3. Sin = —1, I’égalité précédente devient : 6 18 -18
(matrice nulle).
1 -1 0 . R A1) W
At=lo 1 -1 2. A" =(N+1) :Z(k)NIB ‘
00 1 h=0
Attention! la formule du binéme de Newton fonc-
0 tionne ici car N x I3 = I3 x N.
T Dans un cas général, le produit matriciel étant
non commutatif, elle ne Or,
1 -1 0 11 1
0 1 —-1)(o0o 1 1 Vk>3,N>=0
0 1 0 0 1
donc :
1 1 1 1 -1 0
=10 1 1 0o 1 -1 n T\ A70 1 n 1yn—1 T\ Ar2 n—2
A" = N°IT + NI + N-I
001/ \o o 1 (0>3<1>3 (2)3
-1
100 — LN+ D
=(0o 1 0] =1, 2
00 1 3n+1 In —9n
A"=13n2-n MZ—-9n+1 —9n? 4+ 9n
3n? In? — 6n -9’ +6n+1
Ainsi, A~! désigne bien I'inverse de A.
0 0 0 ] 3r—5y =7 AX — B
1. On trouve : A2 —34+2I3 =0 0 0], que C ) —da + 2y :1<:> -
0 0 0
— 7
I’on peut aussi noter : avec A = <_34 25), X = (:;) et B = <1>
A% —3A +2I; =0 Ainsi,
_1 _5 7 19
X = A_lB _ 7 14 _ 14 .
2. De I’égalité obtenue précédemment, on peut en déduire _% _ % 1 _%
ane: 19 31
A% _3A =2, On trouve alorsx:—ﬁ ety:—ﬁ.
soit,
Sr+4y =-—1
A(A—3I)=—-2I3; ou (A—3)A= -2 30—y =2 — AX =B,

5 4 z -1
et donc, = = = .
avec A (3 1>,X <y) et B <2>

1 1 I
A x —*(A—glg) :IgOu —7(14—3[3) XA:I3 A1n81’
2 2 1 4 7
X=4A'B=| " 7 (7)=(17f>.
On en déduit alors que A est inversible et que son inverse —% —% 1 _%
est :
7 13
1 On trouve alorsx:ﬁetyz—ﬁ.
A_l - —i(A - 3[3)
1 0-3 1 -1 r+y+z =1
=-3 -3 4-3 -3 3. dx—y+z =2 < AX =B,
—1 1 0-3 r+y—=z =3
3 _1 1 1 1 1 T 1
2 2 2
s 13 avec A=11 -1 1 |, X=|y|letB=]2
BN KR 11 -1 z 3
1 _1 3
2 2 2

Ainsi,



1 1
0 2 2\ n 3
= -1 = 1 1 — 1
X=A"'B 5 5 0 -1
1 1
5
On trouve alors x = 3 ¥="3 et z=-1
r+2y+3z =6
r—2y—3z =-6 < AX =B,
r+y—2z =0
1 2 3 x 6
avec A=[1 -2 3|, X=|y|letB=|-6
1 1 =2 z 0
Ainsi,
1 1
5 5 0 6 0
— A-1p — 1 5 3 _ |z
X=A"B=|-1 -1 =+ -6 =17
3 1 2 0 g
14 4 7 7
12 6
Ont rx=0,y=— etz = .
n trouve : x y=etz=¢

A T’aide de votre calculatrice et en associant a chacun
des systémes suivant sa matrice, trouver leurs solu-
tions.

T+ 2y

peut é&tre écrit sous la forme
r+3y =

1. Le systeme {

matricielle AX = B avec A = (1 2), X = (x) et

1 3 Y
5= (3)
2

Il admet un unique couple de solutions si A est inversible.

A la calculatrice, on trouve : A~ = < 3 _12> donc

.
X—A1B— (11>.

L’unique solution du systéme est donc le couple (—1;1).

. 3r—95y =7 . .
. Le systeme peut  étre  écrit
20 —Ty =5

sous la forme matricielle AX = B avec

1= (o ) x=()er=()

Il admet un unique couple de solutions si A est inversible.

R 1 /7 =5
A la calculatri AT = —
a calculatrice, on trouve 11 (2 3) donc
1
X=A'B=— <24).
11 \ -1

L’unique solution du systéeme est donc le couple
24 1
117 11 )"

—r+2y =-1

. Le systeme peut étre écrit
2r+4y =1

sous la forme matricielle AX = B avec

1= () Gr= )= ()

Il admet un unique couple de solutions si A est inversible.

. Le systeme

N 1 /—
A la calculatrice, on trouve : A7t = 3 ( 4 ?) donc

2
1/6
_A-lp_ =
X=A B_8<—1>'

L’unique solution du systéme est donc le couple
3 1
)

Sr+4y = -3

. Le systéme peut étre  écrit

3r+4y =5
sous la forme matricielle AX = B avec

A= YN x=(Netn=(2)
3 4 Y 5
Il admet un unique couple de solutions si A est inversible.

N 1 —
A la calculatrice, on trouve : A™! = 3 ( 4 4) donc

-3 5
X:A—le1 —163.
4\ 17

L’unique solution du systéme est donc le couple

)

r+y—=z =1
. Le systéme 2r—-3y+z =-1 peut étre
r+2y—z =2
écrit sous la forme matricielle AX = B avec
1 1 -1 x 1
A=12 -3 1 |, X=[|yletB=1]-1
1 2 -1 z 2
Il admet un unique couple de solutions si A est inversible.
-1 1 2
A la calculatrice, on trouve : A™1 = = | -3 0 3
-7 1 5

1 2
donc X = A~ 'B = 3 3

DO

L’unique solution du systéeme est donc le triplet
2 2
2.1 2

(5::3)

r+2y+3z =4

3r+2y+z =0 peut &tre écrit

T—yY+=z =1
sous la forme matricielle AX = B avec
1 2 3 x 4
A=1[3 2 1], X=[|y|letB=|0
1 -1 1 z 1
Il admet un unique couple de solutions si A est inversible.
1 -3 5 4
A la calculatrice, on trouve : A=! = 0 2 2 -8
-3 4
-1
1 1
donc X = A"'B = 3 0
3

L’unique solution du systéeme est donc le triplet

1 3
(-3:003)



. . 3
6. On trouve alors lim wu, lim v, = -
n—-+oo n—-+o0o 5

0,7 0,6
1. A=
0,3 0,4
2. — Initialisation : U; = AU, par définition de

A donc l'initialisation est réalisée.
— Hérédité : on suppose que pour un entier na-

1. Raisonnons par récurrence.
— Initialisation : évidente car u; = 1 et 21 = 2.

turel k fixé, Uy, = AFUp. — Hérédité : on suppose que pour un entier k > 1
Alors, Upy1 = AUy, = A x AUy = AR+, L0 uy
L’hérédité est alors vérifiée. Ainsi, pour tout fixé, AF=[0 1 0
entier naturel n, U,, = A™Uj. 0 0 2k
3 A2 — 0,67 0,66 4 = 0,667 0,666 ot 1 0 ug 1 01
0,33 0,34’ 0,333 0,334 ARt — AFA =10 1 0 01 0] =
+_ (0,6667 0,6666 0 0 2k 0 0 2
~ 10,3333 0,3334)° 1 0 up+2F 1 0 upys
0 1 0 =0 1 0
On peut supposer z;lors que 0 0 okl 0 0 o2kl
nkgloo A" = ? ? L’hérédité est alors vérifiée. L’égalité est alors
3 3 vraie pour tout n > 1.
n—1 n—1
2 2 2 k
o ) _ [3 3 03\ (3 2. Upy1 — up = 2" donc Z (ukﬂ — uk) = 2%,
Ainsi, ngrfoo U = I (O 7) =13 et P P
3 3 ’ 3 n—1 n—1
2 1 1 1 —_— = k 1 = k
dome Jn @, =2 B G = = Ainsi, u,, —uq Z 2% soit uy, Z 2%,
T—+00 3 T—+00 3 k=1 k=0
2" —1
Par conséquent, u, = = ontl _q,
On a alors :
On counsidere les suites (ay, )y, et (b, ), définies par ug = .
0,v9g=1cet: 1 0 2"—-1
A"=1(0 1 0 ]
Upi1 = %(un—l—vn) 0 0 A
Un41 = %(un + 2vn)
Pour tout entier naturel n, on définit la matrice co-
Unp,
lonne U,, = . On considere un polynéme de degré 3 dont la courbe
v

représentative passe par les points de coordonnées :

11 A(=2;-1), B(-L3), C(1;5), D(2;34)
A— (2 2
% % Donner ’expression de ce polyndme.
. — Initialisation : U; = AU, par définition de A donc
I'initialisation est réalisée.
— Hérédité : on suppose que pour un entier naturel & Notons P(x) = ax® + bx? + cx + d le polynéme cherché, et C
fixé, Uy = A*U,. sa courbe représentative.
AIOI‘S, Uk-Jrl = AUk =Ax AkUO = AkJron.
L’hérédité est alors vérifiée. Ainsi, pour tout entier — A=) e P(=2)=-1
naturel n, U, = A"U. — a(-2°+b(-2)2 +c(-2)+d=—1
. A la calculatrice (par exemple), on vérifie que PQ = — —8a+4b—2c+d=-1

— B(-1;3)eC < P(-1)=3

QP = <1 O> donc P et Q sont inverses I'une de I'autre. 3 9
0 1 — a(-1)°4+b(-1)*+c(-1)+d=3

.SiA=QDP = P 'DP, alors PA = PP"'DP = DP — —a+b—c+d=3
et PAP~' = DPP~' = D. — C(1:5) €C < P(1)=5
1 0 3 2 _
On trouve alors D = 1 - = a(1)” +b(1)" +c(1) +d=5
0 3 — a+btec+d=5
. On en déduit que A™ = (QDP)™ = QD"P et donc U,, = — D(234) €C — P(2)=34
A"Uy = QD" PUp. — a(2)®+b(2)% +c(2)+d =34

En effectuant le calcul, on trouve ce qui est demandé. = 8aq+4b+2c+d =34



En notant :
-8 4 -2 1 a -1
A -1 1 -1 1 X = b . B= 3
1 1 1 1 c 5
8 4 1 d 34
Ona:

AX =B <= X =A"'B,

A T'aide de la calculatrice, on obtient :

3 5,25 , 19

1
Plr) =37+ 2" "6/

On considere un mot constitué de lettres : L1 Lsy - -+ Ly,
n étant pair.

Soient 4 nombres a, b, ¢ et d qui vont constituer la clé
du chiffrement.

On remplace L; par sa position dans ’alphabet en
convenant d’avoir 0 pour A, 1 pour B, etc. On obtient
alors une suite de nombres : uy, us, ‘-, u,. On pose
alors :

n C2k—1 a b Uk—1
Vk e [1,=], = mod 26
! 2]] ( Cak ) <c d> ( Uk )
On obtient une suite de nombres c1, co, ---

correspond a une suite de lettres.

Choisissons la clé matricielle S 7 .
2 13

y Cn qui

1. Ona:

$
VR
AR
N———
$

("

Ainsi, « CRYP » est chiffré en « VRVJ ».

. Le déchiffrement consiste a trouver les u; avec la rela-
tion :

-1

VE € [[1,%]], (uiz:> = (i Z) (Ci’;) mod 26
On trouve : (3 7 > B ! <13 _7>
“\2 13 T 25\—2 3 )

Il nous faut trouver la valeur de 2i modulo 26, c’est-a-

dire le nombre x tel que 25 xx =1 mod 26. Or, 25 = —1
mod 26 donc 25 x 25 =1 mod 26. Ainsi, I'inverse de 25
modulo 26 est égal & 25 (ou —1 si on veut ... ce qui va

1. Ona:A:(

nous arranger pour le calcul suivant).
On a alors :
1

3 7\ 13 -7
=2 d?2
(2 13) g (—2 3) mod 26
=-1 (13 _7) mod 26
-2 3
—-13 7
= 2
( 5 _3) mod 26
13 7
2
(2 23) mod 26
On consideére la suite (un)nemathobydéfinie par ses

deux premiers termes ug = 3 et u; = 1, et par la
relation de récurrence :

Yn €N, Upyo = Upt1 — Un,

On pose alors :

et la matrice A telle que U, 11 = AU,.

1
1

Up 42 o 1 —1 Up+1
unt1]  \1 0 Uy )

e 0 -1\
1 -1/’
A?’:(_Ol _01)2—12.

On peut alors en déduire que (—A?)A = I et A(—A?) =
I> donc 'inverse de A est :

A,1:_A2: 0 1
-1 1)’

_1>. En effet,
0

. Ona:

. De la question précédente, on peut déduire que :

— At =Ax A =Ax(-L)=—A;

— A =At'xA=-Ax A= A%

— A=A x A=-A2xA=-A=—(-D) = L.
On en déduit alors que, pour tout entier naturel k,

_ ASk =1I; . ABKE3 — A3 — AGk+TS — _ 42,
—Aﬁk'HZA; _12;

o A6k+2 :AQ' o A6k+4 = _A-

Or, Uy, 4+1 = AU, donc U,, = A™Uy.

— Sin=0 mod6, U, = (u"H) = (1> ;
Uy, 3

— Sin=2 mod 6, U, = <Un+1> = (3) ;
Up, —2

— Sin=4 mod 6, U, = <un+1> = (2);
Uy -1

D’ou : U — 3, Uek+1 — 1, Uek+2 — 72, Uek+3 —
—3, ugkta = —1, ugpts = 2,
On dit qu’une telle suite est périodique de période 6, c’est-
a-dire que :

Vn €N, upte = Un,



