Nombre complexes : Point de vue géométrique

Classe : Maths Expertes Lycée : Evariste Galois

Exercice n°1 :
Exercice n°4
Donner 'affixe des points et vecteurs de la figure ci-

dessous : Lzn=1+i

|z1| = V2. On factorise alors z; par v/2 :

11 V2 V2
a=V2(—F=+—=i) =v2| - +is |.
=i (G ) = (7 %)
Un argument 6 de z; est donc tel que :
V2
cosf = - -
soit 0=— [27].
. V2 “
sinf = —
2
Finalement,
T, T
21 = ﬁ(cosz —|—1smz> .
2. zp =2V/3+2i.
— L’affixe de w} est : 9 — 3i. |2a] = /(2\/3)2 +22 = /12 + 4 = 4. Alors,
— L’affixe de w5 est : 2 + 6i.
— L’affixe de w3 est : 3+ 0i = 3.
2 2 1
— Laffixe de wy est : 0+ 5i = b5i. z2:4<¥+11>:4<?+§i>'
— Laffixe de M; est : —5 — 3i.
— L’affixe de Ms est : 0 — 4i = —4i.
— L’affixe de M; est : 4 +0i = 4. V3
cosf = — -
0 = arg(z2) < 12 — 0= s [27]
=3
a) |i| =1 car 'image de i est le point de coordonnées Finalement,
(0;1) et la distance qui le sépare de l'origine du
repére est égale a 1. = 2V3 (COS AN z) ‘
b) [14i| = v12+ 1% = V2. 6 6
) 1—il=|T=i] =1+i=V2 1 V3 - N -
B |-3+2] = /P FF = VIFi= VB 3. 29 = 5= gi=oos (=3 ) +isin(-3).
e) | — 4| = 4 car la distance qui sépare O du point 4. 24 =—-2+2i
image de z = —4 est égale & 4. On s’apercoit |z4] = /(=2)2 + 22 = /8 = 21/2. Alors,
d’ailleurs ici que le module est égal a la valeur ab-
solue fluand le complexe est réel. _ 93 ( 2 ) _ /3 _ﬁ n ﬁ '
f) |3+4i| =32 +42 =+/25=5. 2\/' 272 2 2
) |5 — 2i] = /B2 + (—2)2 = v/29.
h) |4,5+ 6i] = 1/(4,5)%2 + 62 = /56,25 = 7,5.
V2
cosf = ——
0 = arg(zy) —
sing = £
L | +116}—|1+1|16 (v2)'® = 28 = 256. 3
— 0= — [27]
2. [2-)A+i)|=]2—ix [1+i=vE+1xv2=
V4 10 Finalement,
‘1 =i v2 )
1+i |1+i| V2 z4=2\/§ [cos (—3—7T>+isin (3—7T>]
4. (5—3i)(5+ 3i) = |5+ 3i|> = 52 + 32 = 34. 4 4
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donc ses racines sont :

. 4 1 3 2 2 ™
L |z =[1+i*=(V2)" =4 -5+ gi:cos <37r) + isin <37r) =1

arg(z1) = arg [(1 +1)*] = 4arg(l +1) = 4 x % .
mod 27 = = mod 2. et son conjugué :
Donc z; = 4(cos(7r) + isin(ﬂ)) =4(-1+1x0), 1 V3. o o o 2y
. —— ——1=coS| —— | +1ismm|—— | =e 3.
soit [z = —4] 2 2 3
9 141 _ |1+ 1 Or, par définition, j est une racine de ce polyndéme : c’est
=i |1 —i] ' celle dont la partie imaginaire est strictement positive, donc
141 —e F i
arg <+1) = arg(l +1) — arg(l — i) = T 1= _ _
h 1- 177 4 Ainsi, 'autre racine correspond 2 j, ce qui justifie que j * +

s s
On en déduit alors que zo = cos 5 + isin 5 soit

_ 1 1

2
1, . . 1 1
:§1><1+1—1 _2ix<2i)+li
1
_ : 1 1
=g rl=t = itg i
1.
L —3 b _ 9 %y
1.z:cos§+1smf, 2 4
/ ] ) 3 w w 6 2
et z =CObZ—Iban=COb( Z)—l—lbln(—z). 2. Untl = Znt1 = £+
o T T T
Ainsi, arg(z2') = arg(z) +arg(z’) = 37112 :%izn—&-l—i—g—f—%i
De plus, |z| = |2'| = 1 donc |22/| = 1. L1 3
Finalement, 2™ 5 5
1 1 Qi
:i<zn—15_—§’_>
272’ = cos (1) +isin (1) . 2 2t 2!
12 12 1,( +2‘ 6)
=—ilzp+-i—=
2 5 5
1 3 1.
2. z:cosz—&—isinz:f—i—ii, = 5ivn.
3 3 2 2 P P d .
- - NN insi, (vn)n est géométrique e raison
Z' = cos 17 iSinZ = -5 71. q= Ei et de premier terme :
Par conséquent, 6 o
V3 ) (v2_ V2 wTE R
2 2
_ - A S 6 7,
(2 9 ! <2 21> vo = —= + Zi.
V2 V2. V6. V6 3. On déduit de la question précédente que :
== — i+ it
4 4 4 4 n
6 7 1
/7\/6—1—\/5 V6 -2, vp=vy Xq"=[—=+=1]) x| =i
= 1 + 1 i 5 5 2

. ar o t d :
3. Des questions précédentes, on déduit : e done

6 2 6 7 1\" 6 2
(T ny_ V642 VB3 m=tatg—zi=(—2+1i)x (1) +3-2i
2z :cos(12>—|—1sl (12> i 5 b 5 5 2 5 5

4 4
©6 dloms ¢ 4. ol = fool x |21] = ool x & = 2ol
2 2n e
T V6 + 2 T V2 -6 Donc, lim |v,|=0.
COS — = ——— et sin — = ———— |. n——+o0o
12 4 12 4 On peut alors en déduire que lim v, = 0.

n—-+oo

6 2
Or,zn:vn—i—g—gidoncz

Le polynéme 22 + z + 1 a pour discriminant :

ut| &>
\

SR\
-

lim z, =
A — 73 n—-+o0o




8 8
< (:OS,Z:QCOS2 (g)fl
= = 2cos? (E)—l
8
— cos? = V212
8 4
<— cosz V22
8 2
— cos(? ) 1 — 2sin? < )
8

— sin? T
8 4
T 2 — \/5
<~ =>=—-——1|
sin < 5
On prend ici la valeur positive du sinus et du cosinus
7
0< =< —.
car 5 <3
R 77r T " T Ainsi
emarquons que — = — + —. Ainsi
ARoms Al 39 =37y ’
i (ﬂ' N 7T>
— cos— =cos |- + —
" 12 374

™

T ™ . LT
:cosfcosf—sm—smz

4 3

COSE: 4
7w (77 7r)
— sin— =sin (- + —
Sy T3 Ty

.o T T . T
zsmgcosf—i-cosfsmf

4 3
V3 V2 1 V2
:—x—ﬁ—fx—
2 2 2
T f+\f

12 4

1L (1+i)? = {\@ (cos% —|—isin£)}9

9
= 16\/5 (cos Zﬂ + isin T

= 16\/5 (cos% + isin %)

=162 <f+ {)

(1+i) = 16 + 16i.

97r>

4

3. (1+iv3)°

I
1
[N}

b))
2<cos—mn+ )}9

Ccos —1 sin +— o
3 3

Il
N ——
©
/N

cos(3m) + isin(3m))
cos(m) + isin(m))
(1+iv3)" = —512.

(a+b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b°.

ix —iz\ 3

€3iz +3e2iwe—iw +3eime—2ia: + e—3im

8
1 e3iw +e—3ia: eia: +e—iw
== 3
1 { 2 0T
1
cos® () = = [ cos(3z) + 3 cos(z)]
s 1 3
cos®(z) = = cos(3x) + > cos(x).

Nous allons ici avoir besoin du bindme de Newton, et
plus particulierement du développement :

Nous allons ici avoir besoin du binéme de Newton, et

plus particulierement du développement :

a— =a” —9a 0+ 10a — 10a + dab™ —
b)® = a® — 5a*b + 10a®b? — 10a%b> + 5ab* — b°

5iT _ pediz—iz 4 10g3im =2z _ (g 2iwo—8iz 4 goiv,—diz _ ,—5iz
32i
1 7511 PSim _ 673iw eiz _ Pfim
— . 10 .
16 2i + 2i
1
=5 (sin(5z) — 5sin(3z) 4+ 10sin(z))

1 5
=1 sin(bz) — G sin(3z) + g sin(x).

Ainsi,

1 5 5
-5 . o : ol
sin’(z) = 16 sin(5x) 16 sin(3x) + 3 sin(x).



Par définition,
Zn = (cos0 + isin0) 4+ (cos(z) + isin(x)) + - - - + (cos(nz) + isin(nz))

n

j : kix

= € .
k=0

On va ici utiliser la formule :

anrl*l
1+q+q2+-~~+q":q_71 , q# 1.
Ainsi,
e(n-l—l)ia;_l
n T T g

DIy [e<n+1>i% _ €_<n+1>iﬂ

el3 [ei% — e‘iﬂ

e Hsin[(n+1)3]

in &
2sin 5
Par conséquent,

B B z\ sin [(n + 1)%]
Cpn = R(z,) = cos (ng) T

et (nf) sin [(n + 1)%] .

inZ
Sln2

Posons z = .
Onsaitque: 23 =1 < [23=1 < 2] =1

Alors,
2km

P =1 = 30 =02 L7 — H:T,kEZ.

— Sik=3p,pEZ, 2z =X =1,
(fram) _ 2

—Sik:?)p—i—l,z:ei e3 =j;
(4x dim 2im
—Sik:3p+2,z:el(3+2pﬂ>:e?) =e 3 =
j-
Finalement, il n’y a que trois complexes dont le cube

2im 2im

estégalal:1,j=e3 etj=e¢ 3.

Rappelons que l’écriture exponentielle d’'un nombre
complexe est rel?, avec r € Ry

1. 3iel™ n’est pas une forme complexe car 3i ¢ R. On
doit alors modifier cela :

K
Cq = 37
3ie™ =3e 27" =3e2 .
iz , . .
. —2¢'s n’est pas une écriture exponentielle car —2 ¢ R, .
. . . A .
—2¢'% = 2¢elE = 2eF 1

1= 7 . .
. me's est 'écriture exponentielle du nombre complexe de

™
module m € R et dont un argument est § = 5

.5 = 5e% donc cest bien une forme exponentielle du

nombre complexe de module 5 et dont un argument est
0.

s s 3 . 7 . .
. 4e% = 4e% €% est bien I’écriture exponentielle du nombre

complexe de module 4e% et dont un argument est 0.

. —m n’est pas une écriture exponentielle :

—T =Te

représente le nombre complexe de module 7 et dont un
argument vaut .

1. Ona:
1—¢lf €6 (e7'6 —€'b)
1—eT  elF (e*i% — e‘l)
—iF _ei%
Az g e —e
_ e'6 » 21 X %
els . e '8 —¢lF
2i X o
M us
) sin
:elﬁ - 761_
Slng
1
= elzz x 2
22
1—€l% 1 i
= e 24
T
I—els 2—+/2
2. On a:
iz _ 1 _ VB
1—e€'s _ 1 3 51
1—el% V2 V2
2 2

(on a multiplié par le conjugué du dénominateur)

2—v2 | V6 | : 2 2v3-6
=TTt (% - ff)
4—424242
4

X
8 — 42
_2-V2+V6 V2-2V34 V6, 8+42
8 — 42 8 —4v/2 8 +4v/2
1—éls 1+\/§+\/5+1+\/§—\/§i

_(2-V2+V6  V2-2V3+ V6, 4
- 4 + 4 '

1—eld 4 4

3. Des questions 1 et 2, on déduit 1’égalité suivante :

1+\/§+\/6+1+f—\/§i_ L g
4 4 22

soit :

e 2+\/§<1+\/§+\/6+1+\f—\/§i>

4 4



D’ou :

et :

s
COS — =

™
sin —

1+vV3+V6

o 2—\/§x7

:1\/2— V2)(1+ 3+ 6)”
:Z\/8+2\/5+2\/6.

T 2—\@><1+\/§+\/§

1\/27 V2)(1+ V2 + V3)®

1\/ 8 —2v2 - 2v6.

Nous savons que :

Par conséquent,

2. On développe le second membre de 'égalité :

3.

Or,

1\° 1 ) 1 1
z+—-) Flz+- ) - 1=2"+2+5+2+-—1
z z z z

9 1 1
=2+ 5+z+-+1
z z

1 11
S(l+z+22+2+2Y) =5 +-+1+2+7"
z z

On a donc bien :

1 s a3 1\? 1
—(1—&—2—1—2 +z —|—z): z4+—-) +{z+-]—-1
2 z z

(a) Le polynéme Z2 + Z — 1 a pour discriminant :

A=1%—4x1x(-1)=5.

Il admet donc deux racines réelles distinctes :

-1- —1
R L 8

(b) D’apres la question 1,

l+w+w+w+w*=0,

—2(1—|—w—|—w2—|—w3—|—w4)=0,

soit, d’apres la question 2 :

1)\° 1
w+— | +(w+—)-1=0.
w w

ou encore :
j2x _j2x\ 2 2n
(es+e 5>+( —l—es) 1
Or,
j2r _izx 2r . . 2w 2m
es5 +e 5 =cosS— +18siIn— +cos | ——
5 5
L 2m
isin | ——
5
2
:QCOS—W.
5
Donc,

2
2T 2T

2 — 2 — —1=0.

((:055) + 0055

(1)

2
2 cos il est solution de I’équation Z2 4+ 27 —1 =0

donc, d’apres la question précédente :

O el St VA B, s U
5 T 2 " 5 2
soit :
COS 2 717\/5 (6] COS 27 771+\/3
_—= u —_ = .
5 4 5 4
2 2
Or,cos%>0car0<%<gd’oﬁ:
0082—71-—7_1—|—\/g
5 4
L2 —-21=23-33
=(z2—3)(22+32+9).
2 —i=2 -1
= (z —i)(e* +i® + 222 + i3z +i%)
( i)(z* +i23 — 22 —iz +1).
L2t -4 - (v2)*
( ﬁ)(z +V222 + (vV2)’2 + (V2)?)
( \/5)(2 + 222 +2z+2\[)
. 25464
= 25 — (2i)®
= (2 —2i) (2% + 22" + (21)%2% + (20)%2% + (20)*2 + (21)°)
= (2 — 2i)(2° + 212" — 42° — 8iz% + 162 + 32i).



1 11
P(z) = §z3 +5z2+ ol donc :

P(1)=%x13+5x1+%:%+%—%=0.
On en déduit alors que :
P(2) = (2 + 1)(az® + bz +¢).
En développant, on obtient :

P(z)=az® +(a+b)22+ (b+c)z+c

L’identification les coefficients, imlique :

1

a = o 1

5 —6 T

a =

soit b:—%

b+c =5 "
11 cC= 5

C =35 2

Ainsi,
1 1 11
P(z) = 1) =22-= — .
(2) (Z+)(2Z 22+2)

Le discriminant de %22 — %z + 12—1 est :

A=-2
4

donc ses racines complexes sont :

8

_ 1 .
29 =21 = —+—1.

1
_ 2
2 o ¢ 27 2

Les solutions de I’équation P(z) = 0 sont donc —1, 23
et z9.

22 +33-2-3=0. (E)

1. En remplacant z par —3 dans le membre de
gauche de (E), on obtient :

(—3)*+3(-3)°—(-3)-3=81-81+3-3
= 0.

Ainsi, —3 est bien solution de (E).

On peut alors en déduire que :

224328 —2-3=(2+3)Q(2).

2. Cette question, consistant a trouver nous-méme une so-
lution de (E), nous pousse a nous dire qu’il en existe une
évidente. Commengons donc par remplacer z par 1 :

1*+3%x13-1-3=1+3-1-3
=0.

Donc 1 est solution de (E).

3. On sait que :

23— 1

1+2422=
z—1

donc :

A 438 -2 -3=(24+3)z-1(+24+1).

Les racines de z2 + z + 1 sont :
. 2imw - 4im
]= e 3 CtJ =e"

2im
3

=€ 3 = j2.
Ainsi, les solutions de ’équation (E) sont :

=35 15532

Le discriminant de 3iz% + 2z +1i est :
A=22 _4x3ixi=4-122=4412=16.
Il y a donc deux solutions & (F) :

—2—-4/16 1 i

A= oxE 1 2]
et
24 V16 1 1.
2p=—"""""F7""=+47=—3L
2x31 31 3

On souhaite résoudre ’équation :
22> -32+3—-1=0. (E)
1. (a+ib)? = —15+8i —= a® — b* + 2abi = —15 + 8i
a? -5 =-15
—
2ab =8
De la seconde égalité, on peut écrire :

h=—
a

et déduire, a partir de la premiere :

16
a’ — — =—15 < a* +15a°> — 16 = 0.
a
En posant x = a2, on a : 22 + 15z — 16 = 0, de
racine évidente 1 = 1 et donc de seconde racine

o = g = —16
Ainsi, a® = 1, soit a = 1 ou a = —1, ou a® = 16,
soit a =4 ou a = —4.

— Sia =1,b = 4; dans ce cas, (a + ib)? =
(1+ 4i)% = —15 + 8i.

— Sia= -1, b= —4; dans ce cas, (a +ib)? =
(-1 —4i)2 = —15 + 8i.

— Sia =4,b = 1; dans ce cas, (a + ib)? =
(4+1)% =15+ 8i.

— Sia=—4,b= —1; dans ce cas, (a +ib)? =
(—4 —i)? = 15 + 8i.

Nous voyons alors qu’il n’y a que deux possibili-

tés: 1+ 4iet —1 —4i.

2. Le discriminant de 222 — 32 4+ 3 —i est :

A=(-3)2-4x2x(3—-1)=9—24+8i=—15+8i.



Les deux solutions complexes de (E) sont alors :

; 3 —v-15+8i ot ; _3+v—-15+8i
e 4 2 4 '
Or, (1 4+ 4i)? = -15 4 8 et (-1 — 4i)? =
—15 4+ 8 donc +—15+8i = 1 4+ 4i et
V=154 8 = —1 — 4i.
— Si /=154 8i=1+4i,
3—(1+4i) 2—-4 1 34 (1 + 4i) .
21 1 1 5 1 et 29 1 +1
— Siv/—-15+4+8i=—-1—4i,
3—(—1—4i 34+ (—1—4i 1
PO R ol ) T O il ) Y

4

1
Finalement, les deux solutions de (E) sont 1 +1 et 3 i.



