Nombre complexes : Point de vue algébrique

erie Classe : Maths Expertes Lycée : Evariste Galois
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Exercice n°1 Exercice n°4

Re(z1) =5, Sm(z1) = -2, z1 = 5+ 2i. ) 1+i=(1+i)(1+i)=§=.

Re(z2) = 15, Sm(z2) = 0, 72 = 15. 1—i (A-i)1+i) 2

En développant on obtient : z4 = 2i — 3. Ainsi, : S N

Re(z4) = =3, Sm(z4) =2, 24 = —3 — 2i. ER (g t gi)(g )
RN
13 5,

| Exercice n°2 | TN

a) On remplace z par « + iy et Z par & — iy, puis on 241 (2 +1)(3 + 4i)

effectue les clacluls. On obtient alors : c) 34 (3 —4i)(3 + 4i)

T — iy 2410

i e
_-w)@—iy) =| o5 + 521}

( +iy)(z —iy) ' : ‘
2?2y d) i—1 :(—1-1-1)(3—21)
= S 3+21  (3+2i)(3—2i)

2 ’ 2 Y _ —1+5i
=2V o, M T3y

22 + y2 22 + y2 1 5

=[—-=+ =i|
b) On a: 13 13
. . 5+ 3i (54 3i)(—1 — 2i)
+ =
S ICh ) ©) 1T )=
z — 1y 1-131
_Tytw T 12t 22
Ty , 1 13,
_ (y+im)(z+iy) =535
T —1y)(z+1
—(23: —f)z((xz _y)z) p Bimd  (c4+3)(-3 -4
S i\ 4i—3  (—3+4i)(—3— 4i)
ey . 2447
_ —2xy +i$ —y ' (=3)2 + 42
22 + y2 22 + y2 24

Exercice n°3 - -
Exercice n°5

)R 2RO R N2 Soit z un nombre complexe non nul.

= 16—2i. — Z2+2R(2)—-Z2 — 2 z2—Z  2R(2)
b) (2i —3) — (8 + 4i) = —3 — 8+ 2i — 4i Z ——— " Sk xX—=
=—11—2i. 9 2R(2) i
—_—— & — 3 _ S -~ 7
Q) (2+3)(1+i)=2x1+3%+2xit3ixl =1 2 S =55
=2-3+45i T 23(2)  2iR(2)
= —1+5i. N z z
d) (—2+4i)(i—5) = —2 x (—5) + 4i2 — 2i + 4i x (—5) i _R(2) + S(z)
=10—4—2i — 20i 2 i
=6 — 22i. —  2i i%(z))
=+ (-Rw
e) (4—3i)2 =42+ (3i)2—2x4x3i 1z+z( @)+
=16 — 9 — 24i — 2
=7—24i 1 =iZ+%(—§R(Z)—i%(Z))
f) (141i)2=(1+1)2(1 +i = 2 .
) (1+1) :((1_“)25_20()1_“) —12—2(3‘3()4—1%(2))
— 2i(1+1) —t— 2 5 s
= 2i + 2i2 z

= -2+ 2i. = —iz — 2i. (car i = —i)
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donc les solutions de I’équation 2% + 3z + % =0 sont :

5 -3 —iV/16 3. _ 3.
2—1 :Z() )5_k lef:—i—Ql et 22221:—§+21.
k=0
d) —322+52—6 = 0. Le discriminant de —322 + 52 — 6 est :
— (5)20(—1)5 + (5) 21 (—i)* + (5> 2%(—i)? )
0 1 2 A=5"—4x(=3)x(-6)=25—-72=—-47<0
+ (g) 23(_1)2 4 <Z> 24(_1)1 + (g) 25(_1)0 donc I’équation admet deux racines complexes :
— i+ 10 + 40i — 80 — 80i + 32 zlzLé‘/E ot ZQ:*‘B’% var
N q
(2 —1)° = —38 — 41i. soit,
N e
2. @+ =@2-0) 5+ ivaT 5 — iv47
= (2 — j)5 21 = 76 et 29 = 76 .

= —38 —41i d’apres la question 1

17 17
2 _ I PR 2 - .
(241)° = —38 + 41i. e) 222 —3z+ 1= 0. Le discriminant de 2z* — 3z + 1 est :

4 17
4 — _ _ - _
3. (14 20)1 = <k>1kx(2i)4k A=(-3)" —4x2x = =9-31=-25<0
=0 donc ’équation admet deux racines complexes :
4 . 4 .
= (0 19 % (20)* + (1> 1! x (20)° 3 —iv/25 3 +iv/25
asTy o eE
4 4
+ (2)12 x (2i)% + (3)13 x (2i)! soit,
3—5i ¢ 3+ 5i
z1 = e Zo = .
+ (j) 45 (21)° T4 T4
16 — 321 — 24 + 814+ 1 f) 100224202+ 37 = 0. Le discriminant de 10022+ 20z +37
=0~ - est :
(1+ 2i)* = -7 — 24i. A = (20)%—4x 100 x 37 = 400—400x 37 = —400x 36 = —120 < 0
4 (1+ 21)8 _ [(1 i 21)4]2 donc I’équation admet deux racines complexes :
= (=7 —24i)*> d’apres la question 3 o = —20 — 1201 ot oy = —20 + 120i
=49+ 2 x 7 x 24i + (24i)2 . 200 200
soit,
(14 2i)® = —527 + 336i.
_ —1-6i ¢ _ —146i
T R V|
1. % — %z est la solution de cette équation. En effet,
]. i = 2 <> =
a) (L+i)z i 1+i —1-2i (-1-2)(1+4) 1 3,
. 2(1—i) = —1-2i <= 2z = — = : = — Iy
2(1—1) 1—4 (1 —4)(1+14) 2 2
S 4SS e ey
(1 =+ 1)(1 - 1) 2. % + %’L est la solution de cette équation. En effet,
2—2i ) ) .
ey — P (3 — 2i) _ 2 3.
12 412 Tl i T BraBo2) 13 13"
— ' On en déduit que
. . 3+ 5i 15,3,
b) (3—5i)z=3+51 < z= - 13 13
i(’) — 9 9 3. % - é est la solution de cette équation. En effet,
3+ 5i
‘:}Z:ﬁ (277,73722’)2271'*1
= z=——r— e o Timl_ (CimDE143) 2 1,
< 15 —1-3i (-1-3)(-1+3) 5 5
— |z2=—— Jr —1| 4. On distingue deux cas. D’abord, z = 0 est solution de ’équa-
17 tion. Si z # 0, alors on peut simplifier par z et I’équation est
équivalente a
(4—2)z=1+5i
¢) 2%+ 32+ 2 a pour discriminant : 1450 (1450)@A+2) —6+22 -3 11,
— z= = =) = — .
4—2  (4—2)(4+2) 20 10 ' 10
25 L’équation admet donc deux solutions, z =0 et z = ;—g + %z

A =3? 4X1XZ 9-25=-16<0



Posons z = a + ib. Alors,

f(z) =i(a+1ib)
=ai+i%b
f(z) = =b+ia.

En effet, en posant ug = 1 et u,41 = iu,, on obtient
une suite géométrique de raison i :

1 — j100+1

1—1i
1_i101
1—1i
1_125><4+1

1—1
1—(i4)% xi

1—1
1—125 x i
:7.1(3%14:1

1—1
1—1i
1—1i

up +ur+ - +uge =95 =

(1-i(1+4+i) 12—

(1—2i)(1+2i) 12— (2i)2
1+1

1
1-ia+i 2
(1-20)(1+20) 5

On considere ’équation suivante :
22 —3z2+4i=0. (E)
1. On calcule :
B-3i+4di=-1-3i+4i=0.

i est donc bien une solution de (E).

1. Développons :

(z—i)(z2 +bz+c) =22 + b22 + ez —iz® — biz +ci
=24+ (b-1)22+ (c

—bi)z — ci.

Ainsi,

23 =3z +4i= (2 —1)(2* + bz +¢)
—= 22 -3 +di=2 4+ (b-1)22 +(c—bi)z—ci
b—i =0
<~ qc—bi =-3
—ci =4
{bi
<~
c=—4
Dot :

(BE) <= (2 —i)(z2 +iz—4) =0.
2. Le discriminant de 2% + iz — 4 est :
A=0b—

dac = (i) — 4 x (—4) = =1 + 16 = 15.

Donc ses racines sont :

—i+v15 —i—+/15

Z1 = s et 29 = 5
Les solutions de (F) (sous la forme algébrique) sont
donc :
. v1s5 1 v15 1,
i — =i — — =il
’ 2 ' 2 2
(a+ib)? =i < a® —b*> +2abi =i
a? -2 =0
<~
2ab =1
a>-b2=0
— 1
b=—
2a
2
@ (£)'=0
<~ 1
h= —
2a
206 —1=0
— 1
b=—
2a
a4=% soit a2:§
—
1
b=—
2a
Simplifions 1’écriture de a en considérant que v/2 = 2/2 et

donc que vV/v2 (21/2> = 21/4,

2 oL/4 1 2
W =4+ =492" 1/2:1—:if

z ~tam VAR
Alors, b = :I:L = :&:@
V2 2

On obtient finalement :

Ainsi, a = +




Nous allons nous inspirer de ce qui a été fait dans
I’exercice permettant d’obtenir v/i.
Cherchons les réels a et b tels que (a+ib)? = —7+ 24i.

(a+ib)? = —7+24i <= a® — b + 2abi = —7 + 24i

a? —b%=-7

2ab =24

a? — b= -7

_ 12
bia

a* — 144 = —7q2
_ 12

b=

a*+7a* —144 =0

— 12
bia

—N— —— —— —
S
I |
-
N/~

oIS
S~—
©
I
\
J

Considérons 1’équation :
a*+7a*> —144=0
En posant A = a?,
(E) — A*+7A-144=0.
Le discriminant de cette derniére équation est :

A=T7—4x(—144) = 625 = 252

donc :
-7+2
Az% soit A=-160u A=9.
Or, A = a® > 0 donc seule A = 9 est possible, soit
12
a = £3. Ainsi, b = :I:; = 14,
Finalement,
V=T4+24i=+(3+4i) |
On a :

1
—17

221 — 29
—22z1 + 3izo

221 — 29 = )
<~
Bi—1)z = —17+i (L1)+(L2)
221 = 14 29
<— )
2 = FHh

On met 25 sous forme algébrique en multipliant numérateur et
dénominateur par —3i—1 et on trouve zo = 2+45i. Finalement,
revenant & z;, on trouve que z; = 1 + 3¢. Le systeme admet
une unique solution donnée par z; =1+ 3i et zo = 2 + 5i.

iz1 + 229 = 11i 3iz; + 620 = 330
(i—6)zg = T7—32i
<~
On a donc zy = 72%32‘ = —2 4 5i apreés mise sous forme

algébrique. On en déduit facilement que z; = 1—44. Ce second
systeme admet donc une unique solution donnée par z; =
1—4iet zg =—2+ 5.



