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Exercice 1 :

[«
<

@D

u, = 3 +4n. On calcule pour tout entier naturel n :

Upr1— Uy =3+4(n+1)—(3+4n)
=3+4n+4-3—4n
=4.

Upt1 — U, =4 est une constante (un nombre qui ne dépend pas de n) donc (u,),>o est une suite
arithmétique de raison r = 4 et de premier terme uy =3 +4 x 0 = 3.

u, = 8 x 2"". On calcule pour tout entier naturel 7 :

Upp1 B x 201

u, g x2n
22!
==
=2.

Un+1
Un
terme ug = 8 x 29 = 8.

= 2 est une constante donc (u,),>0 est une suite géométrique de raison ¢ = 2 et de premier

u, = 2 x 3"~1. On calcule pour tout entier naturel 7 :

Upr1 ZX3”
u, 2Zx3n1
33
3n71
=3.

. . . 2
Par conséquent, (1,),>0 est géométrique de raison ¢ = 3 et de premier terme ug = 2 x 3! = 3

u, = v/2". On calcule pour tout entier naturel n :

Unil \/2n+1
Up \/2_11

2n+1

2 x 2
p— 2n :\/5_

(4 )n>0 est donc géométrique de raison g = V2 etde premier terme ug = V20 = 1.

5 .
Uy = ek On calcule pour tout entier naturel n :

Up+1 3 3"
Uy, _3n+1><§
o3
31 x3 3
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) ) 1 .
(4 ) n>0 est donc géométrique de raison g = 3 et de premier terme uy = 30 = 5.

@ up =n(n+1)—n(n—1) =n*>+n—n>+4n=2n. u, est donc de la forme ug +nr avec ug = 0 et r = 2.
(t4y)n>0 est donc arithmétique de raison r = 2 et de premier terme ug = 0.

up =n®>+2n+1= (n+1)2. On calcule pour tout entier naturel 7 :

Uit —itp = (n+2)>—(n+1)?
=m+2—n—1)(n+2+n+1)

=2n+3.
”n+1_(n+2)2
Up (n+1)32
n+2\2
:<n+1>
_<n+1 1 >2
n+1 n+1

Un

Ainsi, u, 1 —uy et ne sont pas des constantes. La suite (#,),>0 n’est donc ni arithmétique, ni
Up

géométrique.

1 .
Uy = e + 1. On calcule pour tout entier naturel  :

1 1
1 1
T 3nx3  3n
1 /1
=—(=-—1
5 (51)
2 1
=—=X —.
37 3n

1+3n+1
3n+1

143"
3

130t 3
3n+l X1+3n
143!
3(1+43m)°

Un+1 : C .
""" ne sont pas des constantes. La suite (u,),>0 n’est donc ni arithmétique, ni

Ainsi, u, 1 —u, et
Up
géométrique.
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@ U, = 2"+ 1. On calcule :

Upil —Up =214 1-2"—1

=2 x 22"
=2"(2—1)
= 2",

Un+1 _2n+l+1
u,  2"+1

Un

Ainsi, up41 —uy, et ne sont pas des constantes. La suite (u,),>0 n’est donc ni arithmétique, ni

Up
géométrique.

V2" )
Uy, = TR On calcule pour tout entier naturel 7 :

Unil \/2n+1 y 3n
U, T 3ntl \/2_”
Vil 3
\/ﬁ X 3n+1

|
—/2x =

3
_\/5
-2

. ) . . 2 .
Ainsi, (4)n>0 est une suite géométrique de raison g = 3 et de premier terme ug = 1.

~ Exercice 2 :

<

@D

Up+1 = 3up, up = 1. On reconnait ici une relation de récurrence de la forme u, | = qu, donc (u,),>0
est une suite géométrique de raison g = 3.

1
Up+1 = —,up=1.Pourtoutn >0,ona:
u

n

1 1—u? | .
Upi] — Uy = — — Uy = 2 ¢'© (constante).
Un n
Ainsi, (u4)n>0 n’est pas arithmétique.
Un+1 1 te
S FC
un n

Donc, (uy)n>0 n’est pas géométrique.

up = 2uy,_1, up = 1. On reconnait ici une relation de récurrence de la forme u, = qu,_; donc (u,),>0
est une suite géométrique de raison g = 2.

Upt1 = Uy, — T, uy = 27. On reconnait ici une relation de récurrence de la forme
Up41 = Up+r donc (u,),>0 est une suite arithmétique de raison r = 7.
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upt1 =3(up—1)—2(up+1) = u, — 5. On reconnait ici une relation de récurrence de la forme u,, | =
up + r donc (up),>0 est une suite géométrique de raison r = —35.

Up—1 1 . . )
@ U, = "2 = Eun,l. On reconnait ici une relation de récurrence de la forme u, = qu,,—1 donc (u,),>0
1

est une suite géométrique de raison g = 7
Up+1 = \/Un, g = 2. Pour tout entier naturel n, on a :

tn 1=ty = /ity — (Vi) = it (1= /1) # ™.

Donc (uy),>0 n’est pas arithmétique.

Up+1  /Un 1 #Cte.

un un A/ un

Donc (u,)n>0 n’est pas géométrique.

E Upi1 = /Uy, up = 1. La relation de récurrence de cette suite est la méme que dans la question précé-
dente. Cependant, le premier terme change.
Onaici:uy=1, uy :\/T: 1, etc.
Ainsi, (u,),>0 est constante. On peut alors dire qu’elle est arithmétique (de raison r = 0) et géomé-
trique (de raison g = 1).

Exercice 3 :

[
<

D

ug = 3 et ug = 7. Calculer r.

On sait que :
U, = Uy +nr
donc :
ug = ug+ 8r
7=348r
7—3=28r
4
r=—
8
1
r=—.
2

up =5 et us = 2. Calculer r.
On sait que :
Up =g+ (n—k)r

donc

us=uy+(5-2)r

2=543r
2—-5=73r
3r=-3
r=—1.
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1
up=>5etr= 5 Calculer ug.

On sait que :
Uy = ug+nr
donc
Uy = ug+9r
B 9
ug =5— 3
10 9
=53
1
Uug = 5

us = 6 et r = 2. Calculer uy.

On sait que :
up =ux+ (n—k)r

donc

u) =us~+(20—-5)r

U =6+15x2
upyy = 6+ 30
uyo = 36.

u7 = /2 et up = /7. Calculer r.

On sait que :
up =up+ (n—k)r
donc
u7:u2+(7—2)r
V2 =V7+5r
5r=v2-1
V217
r=———.
5
Exercice 4 :

[

<

Siug=>5etr=3,calculer ug+u; +---+ujop.
(u,) est une suite arithmétique donc :

uo + uy
2

o+ Uy + e tty =

Des lors,

X (n+1).

5+(5+100x3)

uo+uy+---+up0 = 5

=155x%x101
uy+uy+---+ujpo = 15655.

@D
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Si ug = 3 et usg = 60, calculer ug + uy + - - - + usp.

3+60
u0+u1+~-~+u50:Tx51

—31,5%51
uo+up—+---+upy = 1606,5.

Siuy =60etr=>5,calculer u; +us+---+ ujgo.

Uy +uipo

ul—f—uz—f—---—l—uloO:TXlOO
_ 60+ (60+5x99)
B 2
~ 61500
2
ur+up+---+uypo = 30750.
Siu; =50etusg =1, calculer uy +upy + - - - + usp.
uy+u
Ui +up+---+usg = ! 5 SOXSO
50+1
= —x50
> X

~ Exercice 5 :

uy+uy~+---+usog=1275.

x 100

<

up = 5 et up = 12. Calculer q.
On sait que :

donc

uy = 3 et g = 2. Calculer uo.

u2:u0Xq2
12=5x%x¢*
12
2—_
=75
12 12
= —_— ou = — —.
9 5 4 5

D

On sait que :
Uy = ug X q"

donc
Ug = ug X q9
g =3 x 2°
ug = 1536.

1
up =8etqg= 7 Calculer ug.
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On sait que :

Up = u X ¢ K
donc

ug = up x g

ug = 8 X 276

ug = 273,

1
up=2etqg= 3 Calculer uyg.

On sait que :
u, = ug X q"

donc

10
ujp = up X ¢

U =2 x 3710

2
uo = 310°
us =2etqg= /2. Calculer u7.
On sait que :
Up = g X ¢ K
donc
u; = us X q7_5
2
u7 = 2 X \/E
uy = 4.
~ Exercice 6 : n
v

(=]

Siug=1etqg=2,calculer ug+uj; +---+ujnp.
(u,) est une suite géométrique donc :

l_qn+1
uo+uyr+---+u, =ug X
l—g¢
Des lors,
1_2101
ug+ur+---+uppy= -2

uo+u1+---+u100:2101—1‘

1
Siug=3etg= E,calculeruo+u1+---+uso.

|~

1—
1—

:3(1_ )xz

1
M0+M1+"'+u50:6<1——1).

|
—

2

u0+u1+---+u50=3><

2| —
hu I —

\®)
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1
Siup =60etg= 3 calculer uy +up + - - - + ujp.

Up+up~+---+ujpo=up X

:60X 3100
3
1 3
1
uyt+uy+---+ujgg =45 (1——).

Si uy =50 et g = 10, calculer u; +us + -+ + usp.

tuy+---+ 55 L2107

up+up uso = 1—10
50

M1+M2+"‘+M5:?(1050—1).

Exercice 7 :

1] =2

5

aTQ

2n+1 on 2n+1 _on
R
C2nx2l-orx1r 2n(2l-1)

5 5

Ainsi, u,+1 —u, > 0.

2n+1 on 2n+1 _on
e -
Crx2l—amxr 2r(2l 1)

5 5

211
"5
Upt1 —Up > 0.

Ainsi, (u,) est croissante.
U, = —n*+5n—2.

i1 —tn=—(n+1)>+5mn+1)—2—(—n*4+5n-2)
= (W +2n+1)+5n+5-2+n*>—5n+2

— - 2m—145n+5-24+n*—5n+2
= -2n-t+4.

Suites numériques 8/ Corrigé

@D


https://maths-mde.fr
https://maths-mde.fr

—2n+4>0 < —2n>—4 <= n<2donc u, | —u, <0pourn>2.
La suite (u,) est donc décroissante a partir du rang 2.

u, =vVn?>+3.

Upt1l —Up =/ (n+1)2+3—v/n>+3

= Vn2+2n+4—\/n2+3.

Or, n2+4 > n%+3 donc n* 4+ 2n+4 > n®+3 (car n > 0), donc Upi1 — Up > 0.
Ainsi, la suite (u,) est croissante.

uyp =3 etu,+; =u, —S.

Uyt — Uy = Uy — 5 —u,, = —5 < 0 donc (u,) est décroissante.

~ Exercice 8 :

<

@D

_2n—|—1
 on+2°

On définit la suite (u,) par la relation : Vn € N, Uy
On calcule pour tout entier naturel 7 :

2(m+1)+1 2n+1

e IS S ST )
_2n-|—3 2n+1
 n+3 n+2

(2n+3)(n+2) (2n+1)(n+3)
(n+3)(n+2) (n+2)(n+3)
3

C (n+2)(n+3)°

n+2>0etn+3>0carn e Ndonc u,+1 —u, >0.
La suite (u,) est donc croissante.

Si la suite (u,) est majorée par 2, alors u, < 2 donc u, —2 < 0 pour tout n € N.
2n—+1

U, —2= —

" n+2
241 2(n+2)
on+2  n+2
_ 2n+1-2n—-4
N n+2
3
Con+2

—3<0etn+2>0doncu, —2 <0, soit u, < 2.

Donc la suite est majorée par 2.

La suite est croissante donc, nécessairement, u, > ug pour tout entier naturel n, soit u, >

| =

. o 1
La suite est donc minorée par 5
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Exercice 9 :

[
<

D

La suite (u,) définie par :

up =1
{unH:\/u%—H, VneN.

est croissante. En effet, on calcule u, | — u, pour tout entier naturel n :

Upsl —Up = \Ju2+1—u,
B (\/u%—kl—un)(\/u%—kl—kun)
Vi +14uy,
B w241 —u?

VR4,

B 1
Vi2+1+u,

u, > 0 car chaque terme est défini comme étant €gal a une racine carrée.

De plus, y/u2+ 1 > 0 donc u, 1 —u, > 0.
La suite est donc croissante.

Exercice 10 :

TP
@D

On définit la suite (u,) par la relation : Vn € N, up=vn+1—/n.

1] uy=vanti—vn
Rz BN a ta)
Vn+1+/n

n+1l-—n

B Vn+14++/n
1

RV ES N
Upt1 = !

Vn+2+vn+1
Or, n+2 > n donc v/n+2 > +/n et donc, en ajoutant v/n+ 1 aux deux membres de cette derniere
inégalité, ona vVn+2+vn+1>vVn+1++/n.

1
En inversant, on obtient : < (attention a ne pas oublier d’inverser le
Vat2+vn+1  Vn+l+4n
signe de I’inégalité).
Ceci nous dit alors que u,+1 < up, et donc que (u,) est décroissante.

\/n—i— —y/n > 0donc u, > 0.

(u,) est donc minorée par 0.

De plus, vVn+1—+/n>1(carv/n—+1>1et+/n>0) donc

(u,) est donc majorée par 1.

<1, soitu, < 1.

1
NCESW
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Exercice 11 :

[
<

D

On considere la propriété « 3" > 14 2n » dont on souhaite démontrer qu’elle est vraie pour tout entier
n=0.

Lorsque n =0, 30=1et1+2x0=1.De plus, 39 > 42 %0, ainsi la propriété est initialisée.

Dans cette question, on décompose le travail a faire au brouillon pour justifier I’hérédité.
(a) Soitn € N, supposons que 3" > 14 2n.
(b) La propriété aurang n+1:3""1 > 14+2(n+1) < 3" > 2143,
() 3x3">3(142n)<3x3">3+6n.
(d) Pour tout n > 0, 6n > 2n. Ceci entraine, 6n+3 > 2n+3

Conclusion : Pour tout entier naturel n, 3" > 1+ 2n.

~ Exercice 12 :

<

D

On considere la suite (u,) définie par ug =5 et u, | = %un + 1 pour tout n € N.
On veut montrer que 2 < u, < 5 pour tout n > 0.
— On considere la propriété : « Z(n): 2 < u, < 5».
— Initialisation : Pour n =0, on a ug = 5. Donc 2 < ug < 5 : la propriété est vraie pour n = 0.
— Hérédité : si la propriété est vraie a un certain rang n > 0 alors elle est vraie au rang n+ 1.
Supposons donc que 2 < u,, < 5, on a alors :

2<u, <5
1
lgiunQZ,S
1

On en déduit que 2 < u, 11 < 5, c’est-a-dire que la propriété est vraie au rang n+ 1.

— Conclusion : La propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire ; par récurrence elle est vraie pour
tout n > 0 c’est-a-dire que 2 < u, < 5 pour tout n > 0.

Exercice 13 :

[
<

D

1
On considere la suite (w,) définie par wop = 0 et w,, = 3Vl +4 pour tout n € N*,

— On considere la propriété : « Z(n): 1 <w, <4».

— Initialisation : Pour n = 1, on a w; = —%wo +4 =4.Donc 1 <w; <4:lapropriété est vraie pour
n=1.

— Heérédité : si la propriété est vraie a un certain rang n > 0 alors elle est vraie au rang n+ 1.
Supposons donc que 1 < w, <4, on a alors :

L_1 4
3 S3"nsy
£_ 11
4 1 1
4— 2 <d—w, <A
3 3" 3
8 1 11
<2<y <— <4
<3 3Wn 3 <
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On en déduit que 1 < w,, 1 < 4, c’est-a-dire que la propriété est vraie au rang n+ 1.

— Conclusion : La propriété est vraie pour n = 1 et est héréditaire ; par récurrence elle est vraie pour
tout n > 1 c’est-a-dire que 1 < w,, < 4 pour toutn > 1.

Exercice 14 :

[
<

D

61=6x5x4x3x2x1=720.

— On considere la propriété : « Z(n): 3" < nl».
— Initialisation : Pourn =7, ona7! =5040 et 37 =2 187. Donc 37 < 7! : la propriété est vraie
pour n =7.
— Hérédité : si la propriété est vraie a un certain rang n > 7 alors elle est vraie au rang n+ 1.
Supposons donc que 3" < n!, on a alors :
3x3"<3xn!
3 <3 xn! < (n+1) xn!

On en déduit que 3"*! < (n+1)!, c’est-a-dire que la propriété est vraie au rang n + 1.
— Conclusion : La propriété est vraie pour n = 7 et est héréditaire ; par récurrence elle est vraie
pour tout n > 7 c’est-a-dire que 3" < n! pour tout n > 1.

— On considere la propriété : « Z(n): n! < n" ».
— Initialisation : Pourn=1,0na 1! =1et 1! = 1. Donc 1' < 1! : la propriété est vraie pour n = 1.
— Hérédité : si la propriété est vraie a un certain rang n > 1 alors elle est vraie au rang n+ 1.
Supposons donc que n! < n", on a alors :
(n+1)xn!'<(n+1)x
(n+1)!1<(n+1)x (n+l)

On en déduit que (n+1)! < (n+ 1)1, c’est-a-dire que la propriété est vraie au rang n+ 1.

— Conclusion : La propriété est vraie pour n = 1 et est héréditaire ; par récurrence elle est vraie
pour tout n > 1 c’est-a-dire que n! < n” pour tout n > 1.

Exercice 15 :

[
<

@D

— On considere la propriété : « Z(n): 3 |4"—1».

— Initialisation : Pour n =0,on a4’ —1=1—1=0et 3 | 4°— 1. Donc, la propriété est vraie pour
n=0.

— Hérédité : si la propriété est vraie a un certain rang n > 0 alors elle est vraie au rang n+ 1.
Supposons donc que 3 | 4" — 1. Par ailleurs

4] = 4x4"—4+43
4(4"—1)43

On en déduit que 3 | 4"+ — 1, ¢’est-a-dire que la propriété est vraie au rang n + 1.

— Conclusion : La propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire ; par récurrence elle est vraie pour
tout n > 0 ¢’est-a-dire que 3 | 4” — 1 pour tout n > 0.

Exercice 16 :

[«
<

@D

n
On considere la propriété « Z k=
k=1

» dont on souhaite démontrer qu’elle est vraie pour tout n > 1.

n(n+1)
2
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n+1 n

;k— Z +(n+1).

— On considere la propriété : « Z(n i = —1) ».
o : 1(1+1) . .
— Initialisation : Pourn=1,0na Z k=1et ———— = 1. Donc, la propriété est vraie pour n = 1.
— Hérédité : sila proprlete est Vr;(l;la un certain rang n > 1 alors elle est vraie au rang n+ 1.
Supposons donc que Z k= w On a alors :

k=1

rka(i) +(n+1) = 4x@+(m+l)

) nn+1)+2(n+1)
2

(n+2)(n+1)

—

On en déduit que la propriété est vraie au rang n+ 1.
— Conclusion : La propriété est Vraie pour n = 1 et est héréditaire ; par récurrence elle est vraie

n(n+1)
our tout n > 1 c’est-a-dire que k= ——
p q kZl 5

pour tout n > 1.

Exercice 17 :

D

<
On considere la suite (u,) définie par ug = 0,8 et u,, | = (u,)?> pour tout entier n > 0.
On donne ci-dessous la courbe de la fonction carrée et la droite d’équation y = x :

On constate ci-dessous que la suite semble décroissante :

1__
0,84
0,6+ g
0,41 /.
0214 /

Montrons que 0 < uy,+1 < u, pour tout n > 0.

— On considere la propriété : « 0 < u, 41 < uy ».

— Initialisation : Pour n =0, on a ugp = 0,8 et u; = 0,64. On a 0 < u; < up : la propriété est vraie
pour n = 0.

— Hérédité : On va montrer que si la propriété est vraie a un certain rang n > 0 alors elle est vraie
aurangn+ 1.

Supposons donc que 0 < u,, 11 < uy,, on a alors :

car la fonction carrée

0 <uyyp <uypp estcroissante sur R

On en déduit que 0 < u, 2 < u,41, ¢’ est-a-dire que la propriété est vraie au rang n+ 1.
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— Conclusion : La propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire ; donc par récurrence elle est
vraie pour tout n > 0 c’est-a-dire que 0 < u,41 < u, pour tout n > 0. Comme u,, | < u, pour
tout n € N, la suite est décroissante.

Exercice 18 :

[
<

D

Pour chacune des suites représentées graphiquement ci-dessous, conjecturer un majorant, un minorant ou
un encadrement.

3< un7§f6. Uy < 10%8*
o 0

10l 12345678910
T —20+
4 —30+
3+ —401
21 —50+
ol —601
—70+
o 80}
012345678910 o0l
—100-+
2] 3<u, <6.
STk 4] 0,1 <u, <2475
6T e e e N
5+ ; :
4 | >
21 14 | BN
1+ ‘ R
O —————————— 0
012345678910 0“1

Exercice 19 :

[«
<

@D

Soit (uy,) la suite définie par u, = n*> —4.

Soit A un réel strictement positif,

U, >A & n”—4>A
& nt>A+4
& n>+VA+4 car lafonctionx — \/x est croissante.

Posons, ny = E(v/A+4) + 1, avec E(x) la partie entiere de x, soit le plus grand entier inférieur a x.
Ainsi, ng est le plus petit entier naturel tel que pour tout entier n > ng, u, > A.

Pour tout réel A > 0, il existe un entier naturel ny tel que pour tout n > ng, u, €|A;+oo[, donc

lim u, = +co.
n—+oo

Exercice 20 :

[«
<

@D

1
Soit (v,) la suite définie par v, =5+ —.
n
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Pour tous réels positifs a et b,

S5—a<v,<5+b & —a<v,—5<b

1
S —a<—-<b
n

1 . 1 .
& n>o la fonctionx — — est décroissante sur |0; +-oo.
X

Posons, ng = E ( 5) + 1, avec E(x) la partie entiere de x, soit le plus grand entier inférieur a x. Ainsi,

ng est le plus petit entier naturel tel que pour tout entier n > ng, S —a < v, <5+5>.

Pour tous réels positifs a et b, il existe un entier naturel ng tel que pour tout n > ng, v, €|5—a;5+b|,

lim v, =5.
n—4oo

~ Exercice 21 :

<

D

Soit (u,) la suite définie par ug = —1 et u,1 = 3u, + 1.
En utilisant la calculatrice, on obtient :
U =-—2;
U = —J;
uz = —14;
uqg = —41 5
us = —122;
ug = —365;
uy = —1094;
ug = —3281.
On peut alors conjecturer la limite de la suite (u,) : lim u, = —oo.

n—4-oo

Selon la calculatrice, u, < —10 000, a partir du rang n = 10.

~ Exercice 22 :

<

@D

Soit (v,) la suite définie par vo = —1 et v, = 2v, + 7.

n utilisant la calculatrice, on obtient :

V] = —1 )

vy =-5;

V3 = 17;

V4 = 41 )

V5 = 89;

Ve = 377 s

V7 = 761 S

Vg = 1529.

On peut alors conjecturer la limite de la suite (v,,) : lim v, = +oo.

n—+oo

Selon la calculatrice, v,, > 10 000, a partir du rang n = 11.

Exercice 23 :

[
<

D

Donner un minorant et/ou un majorant évident de la suite (u,) définie pour tout n € N par :

u, =3+ 5n. Pourtoutn € N, u, > 3.
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1
u, =5+ —— Pourtoutn € N, 5 < u, <6.
n+1
1 n
u":<§) —3.Pourtoutn e N, -2 >u, > —3.
a1 1 1
u, =4(-1) —I—Z.PourtoutnEN, A4+ - <u, <4+-.

4 4

un—co ( )—4.Pourtoutn€N, —5<u,<-3.

.Pourtoutn € N, u, < 1.
n+1 n

un:n—f— 1)".Pourtoutn € N, n—1<u, <n-+l.

~ Exercice 24 :

<

D

(a) La fonction f :x — x> —4x + 6 est minorée par ’ordonnée du sommet de sa parabole soit

4
f (—7) = f(2) = 2 donc la suite de terme général n”> — 4n + 6 est minorée par 2.

(b) De méme, la suite de terme général —3n? +9n — 4 est majorée par 2,75.
n>—1 _ n*>+cos(n)

¢) Par inégalités successives, on a <
© & n+1 = n+l

_ 2
<:>(n 1)(n+1)<n + cos(n)

n+1 n+1
2 2
LOS(n)Or—l <n—1pourn & Ndonc —1< Ls(n)

] n+1 n+1
la suite est minorée par —1.

Sn—1< pour tout n € N donc

8n—+1
(d — PourneN,8n+1>0etn+5>0donc nt
n

8 1 -39
n—+ g —

> 0 : la suite est minorée par 0.

< 0 pour tout n € N.

n+5 °  n+s
e 8n+1 . . .y
On en déduit que 5 < 8 pour tout n € N autrement dit, que la suite est majorée par 8.
2 2

—n-—2n+1 n+3 —n“—2n+1 )
(e) — }/L2—|—3—n—|—2_ (—1) = m > Opourtoutn € N donc m > —1 :lasuite

est minorée par —1.

—n?=2n+1 1 —3n*—7n —n?=2n+1 1 1

—= = < < =:1 it t joré —.
R213n+2 2 22+3n+2)  midng2 o2 oluiecstmaoreeparsy

Montrons que 2 < u, < 5 pour tout n > 0.
— On considere la propriété : « 2 < u, <5 ».
— Initialisation : Pour n =0, on a ug = 5.
2 < ug < 5:lapropriété est vraie pour n = 0.
— Hérédité :
Supposons que 2 < u, <5
2<u
1 <Vu,—1

N

N

VAN/AN

5 <u,—1
2 2<2

p—

4
<4

VAN

Un —

On en déduit que 2 < u, 1 < 5, c’est-a-dire que la propriété est vraie au rang n+ 1.

— Conclusion : La propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire ; donc par récurrence elle est
vraie pour tout n > 0 c’est-a-dire que 2 < u,, < 5 pour tout n > 0.
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Exercice 25 :

[

<

D

Pour chacune des suites représentées ci-dessous, dire quelle semble étre sa limite quand n tend vers —+oco.

lim u, = 3.

n—sto0
5
4__
3 4

N W A U0 O
SS5333
11

,_.
)
w
N
T
ot
\]
(o)
el
_
)

<

8 9101112

._.
e}
©
~
W
(@)
<
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Exercice 26 :
lim 27+ 3 = oo,
n—y+oo

im —n+6= —oo.

n——4oo

lim n? = oo,

n—y4-o0

lim 6—n® = —oo,

n—+oo

lim 5v/n = 4-oo.

n—r—+oo

[
<

D

3 n(n+1 n+3 1
[6] 1im 22— im (—';): lim —2 = +oeo, car lim ~ = 0.
n—+oo p 41 na+oon(1_|_ﬁ) n—+oo ] 4 1L n—+oo i

Exercice 27 :

lim © 0.

[
<

@D

n——+oeon
6n+2 n(64 2 6+2 6 1
tim &2 gy MO i OO s i L
n—tee2n+1  noten(24 rll) n—+e ) 4 % 2 n—+oo
10n+5 1043 10+ —10 1
lim nt = lim u: lim L= = —2,car lim —=0.
novteo —Sp 2 notep(—542) note 5425 n—rteon

5
lim 6+——=6car lim 0.

1
n—s—o0 N n—s oo % N

Exercice 28 :

[
<

D

11>1,donc lim 11" = 4o,
n—y+oo

1,1 >1et—2<0donc lim —2(1,1)" = —oo,
n—r+oo

3] -1 <=L <1, donc lim (-2 "ot tim (—1) 15=s
2 ’ 2) 2 e

n—r+oo n——+oo

0,99 <1et3>0donc lim 3x0,99"! =0.
n—r—+oo

1
Onsaitque: lim n= lim n =+ooet lim —=0.

n——+oo n——+oo n—+oon
. .. ) ) 3
Ainsi, par addition on obtient, lim,,_ } o 6n’ + = = +oo.
n

3
Et par multiplication on obtient : lim 6n%+3n= lim n(6n’ + =) = +co.
n——+oo n——o0 n

. ) . . 1
@ On sait que : lim n® = lim n* = +eet lim — =0.
n——o0 n—s+oo n—+oo 1y
. . . ) 5
Ainsi, par addition on obtient, lim,,_; ; c 2n? 43— — = oo
n
5

Et par multiplication on obtient : lim 2n°+3n*—5= lim n*(2n*+3— =) = +.
n——oo n——+o0 n

Par multiplication, on obtient : lim (6n® 4 3n)(2n° +3n* — 5) = +-co.

n——+
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Par multiplication, on obtient : lim —n’y/n = —oo. Eneffet, lim —n® = —ooet lim /7 = oo

n—r—+oo n—r+oo n— oo

9] 3> 1,donc lim 3" =feoet lim 3"+ 8 = oo,
n—y—+-oo

n——+oo

n

0,5 1
Par multiplication, on obtient : lim =0.Car, lim —=0et lim 0,5"=0.

n—+o n n—4oon n—y+oo
lim —2"—5n° = —o
n—r—+oo

lim \/§2n—1:+oo

n—+oo

8 —n" 3
Par quotient, on obtient : lim = —oo. Eneffet, lim 8§ — 71" = —ccet lim 44+ - =4.

n——+oo 3 n—+oo n—s—+oo n
n

4+

Exercice 29 :

lim n®—2n= lim n2<1—z> = oo,

<
n—r—-o0 n—r—+-o00 n

D

lim —3n +5n%+6n— 1 = —oo,
n—+oo

lim 1’ —3n*+2n% —5n+2 = —.

n—y4oo

lim (n%—7n+2)(n® —8n+1) = +oo.

n—y4-o0
3n 5
2 3 5
n“l64+—=+—= S
. 6n*+3n+5 _ ( TRt , 6+n+n2
lim —————— = lim = lim ———"— donc
n—+too —2n2+5n—1 n—otoo ) 5n 1 n—s-foo 5 1
n“|—-2+—%—-— —2+--=
n2 n2 n n

i 6n*+3n+5 _ 3
note —2n2+5n—1 7

7_54
6] 1im 9”—”4”":+0°.
n—tee  p2+41

2
lim 6n°+4n—2

ntoo 83 +Tn2 —4n+7

~ Exercice 30 :

<

D

, I cos(n) 1
Par encadrements successifs, on a —— < < —.
n? n? n?
s(n

1 1
Deplus lim —— =0et lim — =0donc lim ° g )
n—+e pn n——+oo gy n—+o 1

= 0 par le théoreme des gendarmes.

Par inégalités successives, on a n® —3 < n’ +3sin(n) et lirE n3 —3 = 4oodonc lirJr: n3 +3sin(n) =
n—s+o0 n—s—+oo

oo par comparaison.

Par inégalités successives, on a —5n* +2n*sin (y/n) < —5n* 4+ 2n* = —3n* et lirJIrl —3n* = —eodonc
n—s—+oo

lim —5n*+2n*sin ( \/ﬁ) = —oo par comparaison.
n—4-o0

De méme, lir_E n* —n’cos <n5 > = 400 par comparaison.
n— oo
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}’l

. lim ——— =0 par le théoréeme des gendarmes (idem question 1).
n—r—+oo n

@ Par inégalités successives, on a n* —2n < n* + (sin (n*) + cos (n?) ) n et ﬁIE n? — 2n = +oo donc
n—r—o00

ngl}rlmnz + (sin (n3 ) + cos (nz)) n = oo par comparaison.

Par encadrements successifs, on a2 x 0,7" < (3+(—1)")0,7" < 4 x 0,7".
De plus lim 2x0,7"=0et lim 4x0,7"=0car —1 < 0,7 < 1donc lim (3+(—1)")0,7"=0
n—+4oo n— o0

n—r—+o0
par le théoreme des gendarmes.

Exercice 31 :

(a) Justifier que vn+ 1 > \/n pour tout n € N.
(b) En déduire lirJrrl vn+1.
n— o0

@D

Déterminer les limites suivantes par comparaison apres avoir trouvé une inégalité pertinente :

(a) nE‘Em(”“) : (c) nglfw\/n +2n+3. () lim (n+5)°.
(b) lim v6n+5. (d) lim /n341. ® lim (n+2)".
n—r—+oo n— oo n——+oo

Exercice 32 :

[
<

D

On veut montrer que 0 < u,,+1 < u, pour tout n > 0.
— On considere la propriété : « 0 < uy,41 < uy ».
— Initialisation : Pour n =0, ona uy =5 et u; = 3,6.
On a0 < u; < up : la propriété est vraie pour n = 0.
— Hérédité : si la propriété est vraie a un certain rang n > 0 alors elle est vraie au rang n+ 1.
Supposons donc que 0 < u,, 41 < uy,, on a alors :
0<up <
1< Upi]+ 1< Uy + 1
< (U1 + 1)2 < (Un+ 1)2

Un

1

1
_ 2 il 2

=10

car la fonction carrée est croissante sur R™.
On en déduit que 0 < u, 7 < Uy, ¢’ est-a-dire que la propriété est vraie au rang n + 1.
— La propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire ; donc par récurrence elle est vraie pour tout
n > 0 c’est-a-dire que 0 < u,+1 < u, pour tout n > 0.
Comme u, 1 < u, pour tout n € N, la suite est décroissante.
— De plus, 0 < u,, c’est-a-dire que la suite est minorée par 0.

La suite (u,) est décroissante et minorée : elle est convergente.

3] (= o+ 12 & 100 =220+ 1
®€2—8€+1_O

Cette équation résolue, on trouve deux solutions :
l1=4—+V15=0,13etl; =4++15~17.87.

Comme on admet d’apres 1’énoncé que ¢ < 5, on en déduit que la limite de la suite est 4 —+/15.
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Exercice 33 :

[
<

D

On considere la suite (u,) définie par ug = 3 et u,+; = f(u,) pour tout n € N ou f est la fonction définie

5 —60x + 68
SUI'R\ {E} parf(x) = TX—F5

Etudier les variations de f.
Montrer que si x € [2 ;4] alors f(x) € [2;4].
En déduire que (u,) est bornée par 2 et 4.

12u% — 65u,, + 68
—12u, +5

12x% — 65x + 68

—12x+5
(c) En déduire que (u,) est croissante.

(a) Montrer que uy, 1 —u, =

(b) Dresser le tableau de signe de

Que peut-on en déduire sur le comportement de (u,) quand n tend vers +oo?

Exercice 34 :

TP
@D

1
On considere la suite (u,) définie par ug = 1 et u, | = > ln +4 pour tout n € N.

. . 1
(a) Dans un repere orthonormé, tracer les droites d’équation y =xety = ¥ +4.

(b) Sans calcul, placer les 5 premiers termes de la suite (u,) sur I’axe des abscisses.
(c) Conjecturer une minoration, une majoration et les variations de (uy).

Démontrer ces conjectures.

En déduire que (u,) est convergente.

Déterminer lim u,.
n—r—+oo

Exercice 35 :

(9
D

Soit (u,) la suite définie par u, = 1+ —.
n
Montrer que la suite (u,) est strictement décroissante.
Montrer que la suite (u,,) est minorée par 1.

En déduire que la suite (un ) est convergente, sans utiliser les propriétés sur les opérations des limites.

Exercice 36 :

o
@D

1
Soit (v,) la suite définie par v, = 1 — —.
n

Montrer que la suite (v,) est strictement croissante.

Montrer que la suite (v,) est majorée par 1.

En déduire que la suite (v,) est convergente sans utiliser les propriétés sur les opérations des limites.
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Exercice 37 :

[
<

D

6n—+3
n+1°

Soit (v,) la suite définie pour tout n € N, par v, =
Etudier les variations de la suite (v,).
Montrer que (v,) est majorée par 6.

En déduire que la suite (v,) est convergente.
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