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Exercice 1 : (15 points) /

Partie A : On considére la fonction g définie sur I'intervalle |0 ; +oo| par

g(z) =In(z?) +z — 2

lim % = 0
~ On sait que :  *79 donc, par composition, lim In(z?) = —oo.
lim In(X) = —o0 z—0
X—=0
De plus, lim (z — 2) = —2. Ainsi, par somme de limites, on obtient : lim g(z) = —occ.
z—0 z—0
lir+n r? = 400 )
~+  On sait que : { 77 donc, par composition, lim In(z*) = +o0.
4 lim In(X) =400 P P " 200 ()
X—+o0
De plus, lim (x —2) = 4o00. Ainsi, par somme de limites, on obtient : lim g(z) = +o0.
T—>+00 T—>+00

Premieére méthode : Pour tout x €]0 ; 400, on a g(z) =2Inz +x — 2.

1 2
Des lors, ¢'(x) =2x —+1= .
x x

Etant donné que z > 0, le signe de ¢’ (x) est alors celui de 2 + x.

Or z > 0 implique que 2 + x > 2 > 0, donc ¢'(x) > 0 sur Pintervalle |0 ; +ool.
En conséquence, La fonction g est alors strictement croissante sur sur |0 ; +o0].
Deuxiéme méthode : Posons : u(x) = z2. Ainsi, v/(z) = 2z.

! 2 2
Par ailleurs, (In(u(z))) = Z((;U)) Donc, Pour tout  €]0 ; +oo, (ln(mQ))/ = x—g =
2 2
Deés lors, ¢'(z) = =+ 1= .
G @

Etant donné que z > 0, le signe de ¢'(z) est alors celui de 2 + x.
Or z > 0 implique que 2+ x > 2 > 0, donc ¢'(x) > 0 sur U'intervalle |0 ; +oo.
En conséquence, La fonction g est alors strictement croissante sur sur |0 ; +o0l.
@ On sait que :
» g est une fonction continue sur |0 ; 4oo[ car dérivable sur |0 ; +oo[. En effet, toute fonction
dérivable est continue. Attention la réciproque est fausse!
» D’apres la question précédente g est strictement croissante.
» De plus, lim g(z) = —co < 0et lim g(z)= +oo > 0.
z—0 T—+00
Ainsi, selon le théoréme des valeurs intermédiaires il existe donc un réel unique o €]0 ; 400 tel
que g(a) = 0.
En utilisant la méthode du balayage avec la calculatrice, on obtient :
» g(1)=—-1et g(2) 1,4, donc 1 < o < 2;
» g(1,3) = —0,175 et g(1,4) =~ 0,07, donc 1,3 < a < 1,4;
» ¢(1,37) = —0,0004 et g(1,38) ~ 0,02, donc 1,37 < o < 1,38.
Des questions précédentes, on déduit le tableau de signe suivant :

48 0 « —+00

g(x) = 0 +

Partie B : On considére la fonction f définie sur 'intervalle |0 ; +oo] par :

T —2
Fle) = =D (o)
T
lim(z —2) = -2 (z —2)
@ On sait que : “”1:;(;1 o (i donc, par quotient de limites, lei}rél+ =

z—07F
De plus, lin%) In(z) = —oo. Ainsi, par produit de limites, on obtient : liH%) f(x) = +oo.
T— T—

~
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@ Le résultat précédent signifie que la fonction f admet une asymptote verticale d’équation = = 0.

-2 z(1-2
~ Pourtoutxe]();—i—oo[,ona:x = ( I):l—%.

75 95
-2 2 2
Ainsi, lim z = lim (1 — > =1car, lim — =0.
T—+00 x T—r+00 xT T—+00 T
~» Par ailleurs, lim Inz = +4oc0.
T——+00
En conséquence, par produit de limites, on obtient : lim f(x) = 4o0.
T—++00
Posons : a(z) = x — 2, b(x) = x et ¢(z) = i Ainsi, a/(x) = —1 et ¥/(x) = 1 et par dérivation du
quotient de deux fonctions, on a :
vy~ @)~ a@a)
b?(x)
Ixz—1x(x—2)
2
= 5

Pour tout z €]0 ; +oo[, par dérivation du produit de deux fonctions, on obtient :

f’(m) = cl(g;) X ln(:z;) + c(w) X %

_ 2 | T —2
= ﬁnx—i- )
B 2lInz+x—2
-
g9(z)

Par ailleurs, 22 > 0 sur ]0 ; +oo|. Ainsi, le signe de f/(x) sur cet intervalle est le méme que celui de
9(z).

On déduit alors de partie A que :

~»  Pour tout = €]0 ; «af, g(x) < 0. Autrement dit, la fonction f est donc décroissante sur |0 ; «f;
~»  Pour tout = €]a ; +o00[, g(z) > 0. Autrement dit, la fonction f est donc croissante sur o ; ool.

Partie C : Pour tout x €]0;+[, La position relative de la courbe C; et de la courbe représentative de la
fonction In est donnée par le signe de la fonction d.

d@) = f(@)- ()

= (z-2) In(z) — In(z)

_ 1n(j)[(xx2)—1]
B 1($)[x—a2:—x]
_ —2in(z)

Ainsi, pour tout z > 0, le signe de d(x) est celui de la fonction z — —2Inz. Ci-aprés le tableau de signe
de cette derniere fonction.

x 0 1 +00
) _ _
In(x) - 0 —
—2In(x) + 0 -
d(x) + 0 =




Conclusion :
~» Sur l'intervalle |0 ; 1], la courbe Cy est située au dessus de la courbe représentative de la fonction
logarithme népérien.
~» Sur l'intervalle |1 ; 400 la courbe Cy est la courbe Cy est située est située en dessous de la courbe
représentative de la fonction logarithme népérien.
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Exercice 2 : (5 points) /

Les cinq questions sont indépendantes.

Pour entier naturel n, on a :
1\" 1\"
(3) <001 & In [(3) ] < In(0,01)

& nln é < In(0,01)

——
<0

In(0,01
n = ( )
1
In( =
3

~ 4,19. Donc, le plus petit entier qui convient est n = 5.

2(Inz)?2 —5Inz — 3 = 0. Posons X =1Inzx.
L’équation devient 2X? —5X —3 =0.

Le discriminant de cette équation est égal & : A = (—5)? —4 x 2 x (—3) = 49.
5-7 1 5+7

A étant > 0, cette derniere équation admet pour deux solutions : X = 4 3 ouX = 1 3.
Ainsi, Inzx =3 oulnzx = —5

1
Soit, r =e3 ouz =e 0% = —

NG
En conséqgeunce, I'’ensemble des solutions est : S = {63 ; 6_075}.
In(z? + z — 6) > In(—2z% + 14z + 16).
— Domaine de définition : le polynéme 2242 —6 admet pour racines 2 et —3 donc il est strictement
positif sur I = |—o0; —3[ U |2; +00].
Le polynéme —2z2? + 14z + 16 admet pour racines —1 et 8 donc il est strictement positif sur
J=1]-1;8|.
Le domaine de définition est donc I N J, soit D = ]2;8].
— Résolution : Pour tout z € ]2;8[, on a :
In(z? 4+ = — 6) > In(—2x% + 14z + 16)
2’ +7—6> 22+ 14z + 16
< 32% — 137 — 22 > 0.
Le discriminant du polynéme 322 — 13z — 22 est A = 169 — 4 x 3 x (—22) = 433.

13 —v/43 13 + V433 cD

3
A étant > 0, ce trindbme admet deux racines : x1 = 5 ¢ D et xg= 5




Ainsi, 322 — 13z — 22 > 0 sur U =] — oo; z1[U]z9; +00].

13 4+ /433
En conséqgeunce, ’ensemble solution de I'inéquation est : 4 N D, soit S = +T; 8 [
Pour tout z €]0;+o00[, on a :
In(1+vx) 1n(1+\/5)>< N ><1+\/:z:+1
1-vVz+1 Nz 1—vVz+1 14+Vz+1
_ In(1+ =) y Vv (14 vz +1)
B Nz 1—(z+1)
_ Wm(+ve) VZ (1+ vz +1)
N NI —x
_ (+vE) SE(O+VetT)
N NG —VT X /%
_ Wn(d+vD) (Ve +T)
- VT VT '
De pl il_% Ve donc, par composition, lim M =1
€ plus, . 111(1—|—X)21 , P p ’x—)O \/5 = dbo
X—=0 X
[ (Ve D) =2 o = (L VEE)
Par ailleurs, 1 donc, par produit de limites, lim = —00.
im (—) = +00 z—0 N7
z—0t \/5
En consquence, par produit, on obtient :
lim In(14+/x) _
z=0\1—+z+1
Soit la fonction f définie sur R\ {1} par :
flz)=2z+1+ 2
%)) = & a1
Pour tout = €]0;4o0[, on a :
2
f(il))—(éE-l‘l) = l‘+1+ﬁ—(3§+1)
B 2
oz —1
lim (z—1) = —o0
Par ailleurs, T donc, par composition, lim = 0.
lim — =0 z=—oco g —1
X——oc0 X

En conséquence, la fonction f admet une asymptote oblique, en —oo, d’équation y = x + 1.
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