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Exercice 1 : (6 points) /

Soit la suite (uy,) telle que pour tout n € N: n < u, < n+ 3.
@ On sait que pour tout n € N, u,, > n et lim n = +oc.

n—-+4o0o

Alors d’apres le théoréme de comparaison, lim wu, = +o0.
n—-+00

@ Pour tout n e N*, ona: n < u, <n+ 3.

2> 1donc lim 2" =400 et par somme, lim 2" 4 3 = 4o00.
n—+00 n——+00

On a donc une forme indéterminée. En factorisant, on obtient :

2 2
n
1—- =
3"~ 2 3< 3n><3>"x13n

2n 3 3\ \2 3
. . 1 . 1 . . As
Par ailleurs, lim — = lim — =0, ainsi, par produit et somme, on déduit que :
n——4oo0 2N n—+oo 3N
1 2
3 2 T on
lim 1+ —= lim 1—— =1 etdonc lim 3" _1
n—-+oo n n—-+oo 3n n——+oo 14 i
2n

3 3\"
De plus — > 1, donc lim () = +o00. Enfin par produit, on conclut que :
2 n——+oo \ 2
3" -2

ngr—&{loo 2"+ 3 = teo.

Pour tout entier naturel n, on considere la propriété P(n) : 0 < u, < 2.
Initialisation : Pour n =0, u, =0 et 0 < up < 2. Ainsi, P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n > 0. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vérifiée.
Par hypothese de récurrence, on a : 0 < u, < 2.
Or, la fonction f est croissante, donc f(0) < f(uyn) < f(2).

L’hérédité est vérifiée.
Conclusion : Pour tout n > 0, 0 < u, < 2.

13 =
2 et 13 = 12. Ainsi, P(1) est vraie.

Initialisation : Pour n =1, {

dit, 3+23+ - +nd+(n+13=1+2+---+n+1)>%

n o u n+3
Des lors, — < — < + ,carn > 1.
n
. Up, 3
Autrement dit, 1 < — <1+ —.
n n
3
Or, lim 1 = 1 et par somme, lim 1+ — = 1. Donc, d’apres le théoréme des gendarmes
n—-+oo n—-+oo n
. Unp,
lim — =1.
n——+oo N
3>1donc lim 3™ = +o0 et par somme, lim 3" —2 = +o0.
n—-+400 n—-+4o0o

En utilisant le tableau de variation, on déduit que, 1 < f(u,) < 2. Autrement dit, 0 < up41 < 2.

Pour tout n € N* | on considére la propriété P(n) : 13 +23 4+ ... +nd = (1 +2+ .- +n)2

Hérédité : Soit n > 1. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n+1) est vérifiée. Autrement

~N
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Par hypothese de récurrence, on obtient :

BP+28 4+ 403+ (n+1)P° = Q+2+--+n)2+n+1)°
2m+n

= —— " L (1+n)? car, 1424--4n

2
- n+12 i n—|—1>

* (5
= (n+1 2("2 4"+4>
P

~ (n41)? (n+2) )

(n+1)%(n +2)?
4
Conclusion : Pour tout n > 1, [ SR

=142+ +(n+1))>%
et =142+ +n)

L’hérédité est donc vérifiée, car

n(n+1)

Exercice 2

Unp,

Soit (uy) la suite définie par ug = 1 et pour tout entier naturel n : u,11 =

_ uo . 1 _1
@u=1r 1712

UuQ 1
. 1
+1° 3
. 1
1+1 3 4
: . 1
@ On peut conjecturer que, pour tout entier naturel n, u, = 1
n
@ Voici le programme complété.
def u(n)
u =1
for i in range (1, n+1):
u = u/(u+l)
return u
1
On pose v, = —.
Un,
@ Pour tout entier naturel n,
1 1
Un+1 —Unp = -
Un+1 Un,
- 1 1
u:il Un
_up+1 1
B Un Un
— un
= o

Ainsi, la suite (vy,) est arithmétique de premier terme 1 et de raison 1.

@ Pour tout n € N, v,, =vg+nr =1+ n.

1
Des 1 = —.
es lors, vy, = — e

14wy




@ lim n = 400, donc par somme lim wu, = +o0.
n—-+o0o n—-+0o

1
Par ailleurs, lim =0donc lim wu, =0.
n—+oo n + n——+o00

—

Exercice 3 : (7 points) / |

Dans le cadre d’un essai clinique on envisage un protocole de traitement d’une maladie.
Ce protocole consiste a injecter initialement au patient, par piqlre intraveineuse, une dose de 2 mg de
médicament puis a réinjecter toutes les heures une dose de 1,8 mg.
On estime que lorsqu’une heure s’est écoulée apres une injection, la quantité de médicament dans le sang a
diminué de 30 % par rapport a la quantité présente immédiatement apres cette injection.
On modélise cette situation a 'aide de la suite (u,) ou, pour tout entier naturel n, u, désigne la quantité
de médicament, exprimée en mg, présente dans le sang du patient immédiatement apres 'injection de la
n-ieme heure. On a donc ug = 2.

@ up = (1 —=30%)up+ 1,8 =0,7 x 2+ 1,8 = 3,2. Ainsi, 3,2 mg du médicament est présente dans le

sang du patient immédiatement apres l'injection de la premiére heure.
@ Pour tout entier naturel n, on a : up+1 = (1 — 30%)uy, + 1,8 = 0,7u,, + 1,8.

On consideére la suite (vy,) définie, pour tout entier naturel n, par v, = u, — 6.
@ Pour tout n € N,

Untl = Upt1 — 6.
= 0,7u, +1,8—-6
= 0,Tu, —4,2
= 0,7(up, — 6)
= 0,7vy,.
Ainsi, la suite (v,,) est une suite géométrique de premier terme vy = —4 et de la raison 0,7.
@ Pour tout n € N, v,, = vg X ¢" = —4 x 0,7™.
Par ailleurs, u,, = v, + 6. Donc, u,, = —4 x 0,7" + 6
@ On arréte les injections lorsque la quantité de médicament présente dans le sang du patient est
supérieure ou égale a 5,5 mg. Autrement dit, lorsque
—4x07"4+6>55b< —-4x0,7">-05<07"< %

Par tatonnement ou en utilisant la calculatrice, on obtient 0,76 ~ 0,118.
Ainsi, il faudra 6 heures pour que la quantité de médicament dans le sang soit supérieure ou égale
a 5,5 mg.

@ Pour tout entier naturel n, on a :

n
S, = Zuk
k=0
= wptur+--+up
= (6-4x0,7)+6-4x0")+ - +(6-4x0,7)

0 7n+1 -1
= 6 1) —4x ———r——
(n+1)—4x =57
40
= 6(n+1)+ = (0,71 —1).
@ —1<0,7<1donc lim 0,7" = 0. Par produit et par somme on obtient,
n—-+o0o
) 40 il 40
L (07 1) = -2
Par ailleurs lim n = +o00 donc, par produit et par somme,
n——+oo
: 40 n—+1 _
m (6(n +1)+ = (0,7 - 1) ) = +oo.

—
3



