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Exercice 1 : (15 points) / |

Partie A : On considere I’équation différentielle :

([ Tle Spé Devoir Surveillé n° 13 Lycée )

(E) Y + 0,4y = e 04,

ou y est une fonction de la variable réelle .

Posons : a(t) =t et b(t) = e~ %4, Ainsi, u(t) = a(t)b(t). En calculant la dérivée, on obtient :

u'(t) = d(t)b(t) + a(t)b't)
= 1xe 0% 4¢x (—0,46’0"”)
e 0At _ 0’4t6—074t.

Par ailleurs,

u'(t) +0,4u(t) = e 0% —04te 04 4 0,4te7 0%
o 0.4t

En conséquence u est bel et bien une solution particuliere de (E).

@ g est une solution de I'équation différentielle (H) donc pour tout t € R, ¢'(t) + 0,4¢g(t) = 0.
Autrement dit, pour tout t € R,

/(@) —u/(¢) +0,4(f(t) —u(t)) =0 sietseulement si  f'(t) — u'(¢) + 0,4f(t) — 0,4u(t) = 0
si et seulement si  f'(t) + 0,4f(¢) = u'(t) + 0,4u(t)
si et seulement si  f/(t) + 0,4f(t) = e 4

car, u est une solution particuliere de (E).

Ce qui revient a dire que f est solution de (E).

@ L’équation différebtielle (H) : 3’ + 0,4y = 0 est de la forme 3’ = ay avec a = —0,4.

Ainsi, les solutions de cette équation différentiele sont les fonctions de la forme : S(t) = Ce 04
ou C' e R.

@ D’aprés les questions précédentes, [ est solution de (F) si et seulement si
g = [ — u est solution de (H). Ainsi, Les solutions de (F) sont les fonction f telles que :
f@) =u(t) +gt) = te 94 + Ce 0% ot C € R.

@ f(0) =1 donc (0+ C)e® =1, soit C = 1.

En conséquence, pour tout t € R, f(t) = (t + 1)e 04,

Partie B
@ Posons : a(t) =t + 1 et b(t) = e~ %%, Ainsi, f(t) = a(t)b(t). En calculant la dérivée, on obtient :

fi(t) = d@®)bt)+ a(t)b't)
= 1xe % 4 (t+1) x (—0,4e7%%)
— 67074t -0 4t670,4t -0 4670,4t
= 0,6e 0% — 0,4t 04
= (—0,4t 4 0,6)e™ %4,

D’ou le résultat.
@ On sait que pour tout ¢ € R, e~%* > 0 donc le signe de f’(t) est celui de —0,4t + 0,6. Ainsi,
—0,4t+0,6 >0 <— —-0,4t > —0,6
-0,4
— t<15

= 1<

car —0,4<0
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On déduit alors le tableau de variations suivant :

55 0 1.5 6
signe de f'(x) 4 0 -
2.5¢7 00
variations de f / \
1 76—2.4‘

@ La fonction f est continue et strictement croissante sur [0 ; 1,5]. De plus f(0) =1 > 0,7, donc
I’équation n’a pas de solution sur cet intervalle.
Par ailleurs f est continue (car dérivable) et strictement décroissante sur [1,6 ; 6.
De plus, f(1,5) ~ 1,37 > 1 et f(6) ~ 0,63 < 1.
D’apreés le corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires appliqué, ’équation f(¢) = 0,7 admet
une unique solution a sur [1,5 ; 6].
D’ou le résultat.
@ En utilisant la calculatrice, on obtient : o & 5,62 heures.

Or, 0,62 x 60 =~ 37 minutes. Donc, la personne est en hypoglycémie au bout de 5 heures et 37
minutes apres le repas.

1
(2) Posons, u(t) =t + 1 et v/(t) = e~**. Ainsi, v/(t) =1 et v(t) = me_o’“ = —2,5e7 04,

En utilisant la formule d’intégration par parties, on obtient :

6 6
_ o 0At
/Of(t)dt—/o (£ + 1)e0% dt
6
_ / w(t)o' (1) dt

0

=ﬁmwm—fwwww

- 6
= |(t+1)x (—2,56_0’4’5)]2 —/ 1 x (—2,5e” %) dt
- 0

. 6 6
=|-250+ 1)6—0"“} T 2,5/ e 04 dt
- 0

= (—2,5 x Te™?*) — (=25 x 1 x &) + 2,5[— 2,56_0’4t}§

= —17,5¢ 2* + 2,5 + 2,5 [(—2,5¢72%) — (—2,5¢")]
= —17,5¢ 24 4+ 2.5 — 6,25¢>* + 6,25
= —23,75e" 24 + 8,75.

@ La glycémie moyenne pendant la période de six heures est donc donnée par :
I 1
— t)dt = —(—23,75¢">* 4+ 8,75
=g | f0at= 237524875

95¢=24 4 35 .
= 62744_ (ceci est la valeur exacte)

~ 1,099 valeur approchée au millieme.

Autrement dit, la glycémie moyenne lors des six heures suivant le repas est d’environ 1,10 g.L ™.
@ On sait que f est solution de (E), donc : f'+0,4f = =%, Autrement dit, 0,4f(t) = e~ %4 — f'(¢),
soit f(t) = 2,5(e= %4 — f/(¢)).
On en déduit qu’une primitive de f peut s’exprimer sous la forme : F'(t) = 2,5(—2,56_0’4t —f(t)).
6 6
En conséquence, / f@)det = [( — 8,75 — 2,5t)e_0’41 .
0

= (=8,75 — 2,5 x 6) e 94*6 _ (_8,75 — 2.5 x 0) e~ 04x0
— 93,75¢24 18,75,

D’ou le résultat.

—




Exercice 2 : (5 points) /

~ Affirmation 1

1
Selon la représentation paramétrique donnée le vecteur o g est un vecteur directeur de (d) et d’apres
1
2
I’équation cartésienne de P | 7 | 3] est un vecteur normal & P.
6

De plus, 7 = 6 W donc les vecteurs 70 et @ sont colinéaires et par conséquent (d) est orthogonale a P.
Par ailleurs, 2z + 3yg + 625 —6 =2 x (—6) +3 x2+6x2—6=0, donc H € P.
Vérifions & présent que H € (d).

1
—6 = —8+3t —18 = —24+t
H(—6; 2; 2) € (d) s'il existe t € R tel que 9 = 142t = {4 = -2+t
2 2 = 4+t
4 = 441
6 — ¢
<~ 6 = t
6 = t

t extsite existe, donc H € (d) N P. en conséqeunce, ’affirmation 1 est donc vraie.

~s Affirmation 2
~9 _3

Ona:CH| 2 | etCD| 2 | donc CH-CD = —9x (=3)+2x2+2x0=3L
9 0

De plus, [|CH|| = \/(=9)2 + 22 + 22 = v/89 et |CD|| = \/(=3)2 + 22 + 02 = v/13.
Par ailleurs, on a par définition : CH-CD = ||C4'ﬁ|| X Hﬁﬂ X COS (DCH). Ainsi,

i CH-CD 31
cos (D) = ICEIIx ICD V39 x VI3,

En utilisant la calculatrice on obtient : DC'H = 24,3°. En conséquence, I’affirmation 2 est donc fausse.

~ Affirmation 3 :
2 1

— N _/> N P!
7 | 3| est un vecteur normal & P; n’ | —2 | est un vecteur normal a P’.
6 3
Les vecteurs 77 et n’ ne sont pas colinéaires donc les plan P et P’ ne sont pas paralléles, ils sont donc
sécants, leur intersection est une droite.
Par ailleuurs,
{2m+3y+6z—6:0 L {2x+3y+62—6:0 Ly
T—2y+32—-3=0 Lo 20 —4y+62—-6=0. 2L,
Ty = 0, soit y = 0.
Ce donne par substitution,
20 4+62—6=0 Ly e r—3_3s
r+32—3=0 Lo
En posant z = ¢, on obtient une réprésentation prametrique de la droite A selon laquelle les plans P et P’
sont sécants.

La combinaison linéaire L1 — 2Ly implique

r=3—3t
z=1t

En conséquence, ’affirmation 3 est bien vraie.
Affirmation 4
-3
CD [ 2 | est un vecteur directeur de la droite (CD).
0




Une représentation paramétrique de la droite (CD) passant par le point C est alors donnée par :

rz=3—3s
Yy =2s , seR.
z=0
54
——3 =3—3s
J € (CD) si le systeme 621 admet une solution.
13
0=0
. 31
C’est le cas puisque s = 13
24
¥ 36
De plus, BJ | 3 | ot 7J-CD = —3)+ S x2+(<2) x0=0

-2
Ainsi, les deux vecteurs IT} et @ sont orthogonaux.
En conséquence, J est bel et bien le projeté orthogonal de H sur (CD). Autrement dit, I’affirmation 4
est vraie.

—




