Devoir commun numéro 1
Samedi 29 novembre 2025

Spécialité Mathématiques

Le sujet comporte 3 exercices répartis sur 3 pages.
Tous les calculs doivent étre détaillés et toutes les réponses justifiées, sauf si une indication contraire est donnée.
Lutilisation de la calculatrice est autorisée en mode examen.

Durée de I'épreuve 3 h 30

On se propose de comparer I’évolution d’'une population animale dans deux milieux distincts A et B. Au 1¢" janvier 2025, on
introduit 6 000 individus dans chacun des milieux A et B.

Partie A : Evolution de la population dans le milieu A

On suppose que dans ce milieu, I'évolution de la population est modélisée par une suite géométrique (u,) de premier terme
U = 6 et de raison 0,93.

Pour tout entier naturel n, u, représente la population au 1¢ janvier de 'année 2025 + n, exprimée en millier d’indivi-
dus.

0,25 pt n Selon ce modele, la population au 1¢" janvier 2026, s’élévera a 5 580 individus. En effet,
up =ugx0,93=6x0,93 =5,58.
0,5 pt E (uy) estune suite géométrique de premier terme uy = 6 et de raison g = 0,93. Ainsi, pour tout entier naturel »,
Up=1ugxq"=6x0,93".

0,5 pt E -1<0,93<1donc lim 0,93" =0. Des lors, par produit de limites, on obtient: lim u, =0.
n—+oo n—+oo

En conséquence, selon ce modeéle, la population animale est vouée a disparaitre, a long terme (dans quelques
années).

Partie B : Evolution de la population dans le milieu B

On suppose que dans ce milieu, I’évolution de la population est modélisée par la suite (v;) définie par :
Vo = 6 et pour tout entier naturel n, v,4+; = —-0,05 vf, +1,1v,.

Pour tout entier naturel n, v, représente la population au 1¢ janvier de 'année 2025 + n, exprimée en millier d’indivi-
dus.

0,5 pt n Selon ce modele, la population au 1¢" janvier 2026, s’élevera a 4 800 individus. En effet,

v =-0,05x6*+1,1x6=4,8.
E Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par:
f(x)=-0,05x%+1,1x.
0,75pt (a) Lafonction f est un polynéme du second degré, elle est donc dérivable sur [0; +ool. Ainsi,

fl(x)=-0,1x+1,1.

, ) -1,1
Par ailleurs, f'(x) =0 -0,1x+1,1=0© x = o1 =11.
Lafonction f’ est une fonction affine, son signe est celui de son coefficient directeur sur [11; +oo] et positif

ailleurs.
On déduit alors le tableau de variation de f.



1 pt
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Ainsi, f est croissante sur I'intervalle [0;11].

Pour tout entier naturel n, on considere la propriété 22(n) : 2 < vy < Uy < 6.

o Initialisation : Pour n =0,0n a: vy =6 et v; = 4,8. Ainsi, 2 < v; < vg < 6. Autrement dit, & (n) est vraie.
« Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie et montrons queP(n + 1) est vérifiée.

Par hypothese de récurrence, ona:2 < vy < v, <6.
Or, la fonction f est croissante sur [0; 11], donc f(2) < f(vn+1) < f(vy) < f(6).
Par ailleurs, f(2) =2, f(6) = 4,8 et pour tout entier naturel n, v, = f(v,), ainsi,

2< Vp+2 S Upv1 £ 4,8<6.

L'hérédité est alors vérifiée.

» Conclusion : Par principe de récurrence on déduit que, pour tout entier naturel 7, on a bien 2 < v;41 <
v, < 6.

D’apres la question précédente, la suite (v,) est décroissante et minorée par 2, elle est donc convergente
selon le théoréme de convergence monotone. Nommons ¢ cette limite.

Résolvons I'équation f(¢) = ¢.

—0,05¢2+1,1¢="¢ —-0,05¢0>+0,14=0

<>

< £¢(-0,05¢+0,1)=0

< ¢=0ou -0,05¢+0,1=0
0,1

< ¢(=0oufl=——
0,05

< ¢(=0o0u/l=2.

Or, pour tout entier naturel n, v, > 2, donc ¢ = 2.

Cela signifie qu’a long terme (dans un certain nombre d’années), la population animale se stabilisera aux
alentours de 2 000 individus.

Partie C : Evolution de la population dans les deux milieux

En utilisant la calculatrice, on obtient n = 10, autrement dit la population du milieu A sera strictement
inférieure a 3 000 individus a partir de 2035.

En utilisant la calculatrice, on obtient n = 6, autrement dit la population du milieu B sera strictement
inférieure a 3 000 individus a partir de 2031.

Le nombre initial d’individus dans les deux milieux A et B est le méme, soit 6 000.

(uy) étant une suite géométrique de raison inférieure strictement a 1 et de premier terme positif, elle est
donc décroissante et tend vers 0.

Par ailleurs (v;,) est également décroissante mais tend vers 2.

11 existe fatalement un rang ng a partir duquel v, sera toujours supérieure a u,.

P31 On considere le programme Python ci-apres.

0,75 pt

(a)

Ci-apres le programme complété.

e D

v :

u = 6%0,93%**n

v -0,06*xv*x2+1,1%v
n = n+l

print (2025 + n)




0,25pt (b) En utilisant la calculatrice, on obtient n = 13. Le script affichera donc 2038.

7 points/20

Au cours d'une séance, un joueur de volley-ball s’entraine a faire des services. La probabilité qu’il réussisse le premier service
est égale a 0,85.

On suppose de plus que les deux conditions suivantes sont réalisées :

« silejoueur réussit un service, alors la probabilité qu'il réussisse le suivant est égale 4 0,6;
» silejoueur ne réussit pas un service, alors la probabilité qu’il ne réussisse pas le suivant est égale a 0,6.

Pour tout entier naturel 7 non nul, on note R, 'événement «le joueur réussit le n-ieme service » et R, I'événement contraire.

Pour tout entier naturel #z non nul, on note R, I'événement «le joueur réussit le n-iéme service » et R, I'événement contraire.
Partie A

On s’intéresse aux deux premiers services de 'entrailnement.

0,5 pt n Ci-apres I'arbre pondéré représentant cette situation.

0,75 pt E Les deux événements R; et Ry constituent 'univers, car R UR; = Q.
En utilisant la formule des probabilités totales, on obtient :

P(Ry) P(R:NR))+P(R:NRy)
= P(Ry) x Pg, (R2) + P(Ry) x Pp—(Ry)
= 0,85x0,6+0,15%0,4

= 0,57.

0,75 pt E Par définition de la probabilité conditionnelle, on a :

P(R:NR)
P(R>)
0,15x0,4
0,57

Pg,(R)

u

0,11.

n Soit Z la variable aléatoire égale au nombre de services réussis au cours des deux premiers services.

0,75pt (a) 0,1 et2 sontles valeurs possibles de la varaible aléatoire Z. (0,75)
La loi de probabilité de Z est donnée par le tableau suivant :

Lz 1 0 [ 1 [ 2 |

[ Pz=z) [[ PRInRp=015x06=009 [ P[RinRyUR N(RY)=1-0,09405)=04 [ P(RINRy)=0,86x0,6=0,51 |




0,75pt  (b) L'espérance mathématique de Z : (0,5)

2

Y ziP(Z=2z)

i=0

= 0,09x0+0,4x1+0,51x2

= 1,42

E(Z2)

Cela signifie que le nombre moyen de services réussis sur les deux premiers services est égal a 1,42.

Partie B

On s’intéresse maintenant au cas général. Pour tout entier naturel n non nul, on note x, la probabilité de I'évenement
Rj.

05pt I8 (2 Ona: Pg, (Rp+1) = 0,6 et Pg—(Rp+1) = 0,6. (0,25 pt)
0,5pt (b) Ci-apres’arbre complété. (0,5 pt)

0,5pt (c) Pour tout entier naturel non nul, les deux événements R,, et R_n constituent I'univers, car R, U R_,, =Q.
En utilisant la formule des probabilités totales, on obtient :

Xn+1 = P(Rp+1)
= P(Rp+1NRy)+P(Rps1NRy)
= P(Rp) x PR, (Rn+1) + P(Rp) x Pg—(Rn+1)
= X, x0,6+(1—-xy,)x0,4
= x,%x0,6+0,4-0,4x,
= 0,2x,+0,4.

E Soit la suite (u,) définie pour tout entier naturel » non nul par: u, =x,-0,5.
0,75pt (a) Pour tout entier naturel non nul, ona:

Upy1 = Xp+1—0,5
= (0,2x,+0,4)-0,5 d’apres la relation de récurrence de (x,)
= 0,2(u,+0,5)+0,4-0,5
= 0,2u,+0,2x0,5-0,1
= 02u,+0,1-0,1
= 0,2up.

Ainsi, (u,) est une suite géométrique de raison 0,2 et de premier terme u; =0,85-0,5=0,35.



1 pt

0,25 pt

(b) D’apres la question précédente, on sait que : u, = u; x ¢" ' = 0,35 x 0,271,
On déduit alors que, pour tout n € N*, x,, =0,35x 0,271 +0,5.
Par ailleurs, -1 < 0,2 < 1 donc liIP 0,2" =0.
n—+oo

Dés lors, par produit et somme de limites, on obtient : lirP X, =0,5.
n—+o00

(c) Cela signifie dans ce contexte, qu'a long terme (pour n suffisamment grand), le joueur réussira (a peu
pres) un service sur deux.

6 points/20

On considére le cube ABCDEFGH ci-dessous tel que AB = 1. On note M le centre de la face BCGE

On se place dans le repéere orthonormé (D ; ﬁ{, D—()Z, ]ﬁ)

11
Soit N le point de coordonnées (1; E; 5) .

1 pt n
0,5 pt E

0,25 pt

0,5 pt

0,5 pt
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Dans le repére orthonormé (D ; ﬁ{, D—C), ]ﬁ), on peut lire les coordonnées suivantes :
A(0; 0; 1), B(0; 1; 1), G(1; 1; 0), F(1; 1; 1) et C(0; 1; 0).
(a) Les coordonnées du milieu du segment [FC] sont données par la formule :

( )53
) = ===
202
(b) Le pointM estle centre du carré BCGE autrement c’est le point d’intersection de ses deux diagonales [FC]

et [BG].
Or, les diagonales d'un carré sont de méme longueur et se coupent en leur milieu. Donc, M a pour coor-

(1 1
données (—;1;—).
2 2

140 1+1 1+0
2 27 2

(xF"‘xC_yF"‘.VC_ZF"'ZC
2 2 7 2

Le centre du carré EFGH est le point d’intersection de ses deux diagonales [EG] et [F H].
Or, les diagonales d’'un carré sont de méme longueur et se coupent en leur milieu. Ainsi, ce milieu a pour
(XF+.XH. YE+YH ZFt+ZH

COOI‘dOHnéeS :
) ) ) ) (]-

En conséquence, il s’agit bel et bien des coordonnées de N.
(d) Dans un repere orthonormé la longueur MN est donnée par :

11

1+1 1+0 1+0 1 )
272}

2 27 2

MN = \/(xN—xM)2+(J’N—J’M)2+(ZN—ZM)2

G b3 e

= — 1| +[1-=| +|=-=

2 2 2 2
_ 2
T Va4
V2
= 5

(@) lere méthode:

_ . [*c—xa . 1-0 . 1
Ona:AG|yc—ya| e AG|1-0| e AG| 1
Z2G—2ZA 0-1 -1



E est un vecteur directeur de la droite (AG).
Une représentation paramétrique de la droite (AG) passant par le point A(0;0; 1) est ainsi donnée par :

xX=t
y=t avec reR.
z=1-t

2éme méthode :
Soit M(x; y; z) un point de la droite (AG).
X
AM| z | estunvecteur directeur de la droite (AG).
z—-1
1
E 1 | est également un vecteur directeur de la droite (AG).
-1

Les deux vecteurs AM et AG sont colinéaires, il existe alors un réel ¢ tel que AM = t AG. Autrement dit,

xX=1 xX=1
y=t oqy=t ol teR.
z—1=-t z=1-t¢

0,75pt (a) On considere la droite (§) passant par N et parallele a la droite (BG).

lére méthode :
_ [*c—=xB . 1-0 . 1
Ona:BG|yc—-yg|=BG|1-1|=BG| 0
ZG— ZB 0-1 -1

Zﬁ est un vecteur directeur de la droite (), car (0) et (BG) sont paralléles.

11
Une représentation paramétrique de la droite (§) passant par le point N (1; 5; E) est ainsi donnée par :

x=1+2s
1
=5 avec seR.
z==-2s
2
2éme méthode :
Soit M (x; y; z) un point de la droite (9).
x—-1
— 1
NM| %4~ % est un vecteur directeur de la droite (5).
z——
2
—_ 1
BG| 0 | estégalement un vecteur directeur de la droite (5).
-1

Les deux vecteurs NM et ZB_()} sont colinéaires, il existe alors un réel s tel que NM = ZSB_C);. Autrement dit,

x—1=2s x=1+2s
1
J’—¥=03 o J’=¥ avec seR.
z——=-2§ z=—-2§
2 2
1
1,25pt  (b) AG| 1 [estun vecteur directeur de (AG).
-1
2
U | 0 | est un vecteur directeur de (8).
-2

2 0 — NP <
Or, 1 # — donc les deux vecteurs AG et u ne sont pas colinéaires. En conséquence, (6) et (AG) ne sont pas
paralleles.



Pour savoir savoir si les deux droites (9) et (AG) sont sécantes, il suffit de résoudre le systéme :

t=1+2s t=1+42s I,
1 1
t=§ olt=- Ly avec s teR
1
1-t==--2s t==+4+2s L3
2 2

1
La combinaison linéaire L; — L3 entraine que 0 = 3 Absurde! Ce systeme n’admet donc pas de solution.

En conséquence, (6) et (AG) ne sont pas sécantes.
Conclusion : Les deux droites (9) et (AG) ne sont pas paralleles et elles ne sont pas sécantes, elles sont
donc non coplanaires.
Lo . . (2 21
0,75 pt n On considere le point R de coordonnées (§ ; g; g)
Les points R, E H et C sont coplanaires si et seulement si il existe deux réels a et b tels que :

RE = aRH + bRC. (S)

1 1 2
? 32 13
Par ailleurs, RF| - |, RH| —= | et RC 3
3 1 |
3 3
Des lors,
1 a-2b
= L
? 23 +b
-2a
(S) <> E:T 2 .
2 —-a-b
Z_ Ls
3 3

La combinaison linéaire L, + L3 entraine que 1 = —b.

1 a+2
Et par substitution, dans ’équation de la ligne L,, on obtient : 3" 3 ' soita = —1.

(—1;-1) est ainsi une solution du systéeme (S). On déduit alors que : ﬁ = —ﬁ[ - R_C), autrement dit que, les
points R, E H et C sont coplanaires.



