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Limites & Continuité d’une fonction

Cours, méthodes, exemples et démonstrations

1 Limites

1.1 Limite aux infinis

1.1.1 Limite infinie

On dit que f(z) tend vers +oco quand z tend vers +oo et on note lirf f(x), lorsque tout
T—>+00

intervalle de la forme |A; +oo[ contient f(x) pour x assez grand.
Autrement dit, pour tout réel A, il existe un réel m tel que si x > m alors f(z) > A.

Soit f la fonction racine carrée définie sur R™.

A

4

12345678 910111213141516 17181920

1.1.2 Limite finie en ’infini

On dit que f(z) tend vers ¢ quand x tend vers 400 et on note ll)r}rl f(x) = ¢, lorsque tout
xr o

intervalle ouvert contenant ¢ contient f(z) pour x assez grand.

Autrement dit, pour tout intervalle ouvert I contenant ¢, il existe un réel m tel que si x > m
alors f(x) € 1.
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1
Soit f la fonction définie sur |0 ; 400 par f(z) = - + 1.

1
91 Cff(x):;—i_l

1" 12345678 91011121314151617181920

Pour faire simple!

La limite d’une fonction f en —oo (resp. +00) est la valeur (si elle existe) vers laquelle se
rapproche f(x) quand z tend vers —oo (resp. +00).

On la note xEIPoo f(z) (resp. xkrfoo f(zx)).

Cette limite, quand elle existe, peut étre un nombre réel ou un infini.

Soit a un réel. Si lim f(x) =a (resp. lim f(x) = a) alors la courbe représentative C de f
T—r—00 T—r+00

se rapproche de la droite d’équation y = a en —oo (resp. +00).
Dans ce cas, on dit que la droite d’équation y = a est une asymptote horizontale de C.

A\
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l Ici, D est une asymptote horizontale de C en —oo et en +oo.

1.2 Limite en un point

1.2.1 Limite infinie

Soit Dy le domaine de définition de f. On dit que f(z) tend vers +00 quand x tend vers a
et on note lim f(z) = 400, lorsque tout intervalle de la forme ]A;+o0o] contient f(z) pour x
suffisamment proche de a.

Autrement dit, pour tout réel A, il existe un intervalle ouvert I contenant a tel quesiz € INDy
alors f(x) > A.

Pour faire simple!

La limite d’une fonction f en a est la valeur vers laquelle f(x) se rapproche quand x se
rapproche de a. On la note ligl f(x).
xr a

Soit f la fonction définie sur |1 ; 4oo[ par f(z) =

Il se peut que, lorsque x se rapproche de a tout en lui étant inférieur, la limite soit
différente du cas ou x se rapproche de a en lui étant supérieur. On écrit alors :

lim f(z) # lim f(x).

r<a xrx>a
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<0 >0

Soit @ un réel. Si lign f(x) = 400 (resp. —o0) alors la courbe représentative C de f se rapproche
x a

de la droite d’équation = = a.
Dans ce cas, on dit que la droite d’équation x = a est une asymptote verticale de C.

A

D:xz=a

I

Ici, D est une asymptote verticale de C en a.

1.3 Limites des fonctions usuelles

— Propriété

Soit m un entier naturel non nul.

o lim z= lim z" = +4o0. . +00 pour n pair
T——+00 \/_ T——+00 ° hm {En = p p . o
ZT——00 —00 pour n impair

o lim e*=0.

T——00 1 .
. oo pour n palr
e lim ef=+4o0. e lim — = Toop p
r——+00 z—0 "
o lim — = lim — = +o0.
z—0 /T z—0 "
z>0 x>0

—00 pour n impair

L

e lim xz°=------ et lim a2°=------ .

1.4 Opérations sur les limites

Propriétés J

On note ¢ la limite de la fonction f et ¢ la limite de la fonction g.
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e Limite d’une somme e Limite d’'un produit e Limite d’un quotient
. : : : : T
lim f hn} g | lim(f —l—/ g) e D e e lim f h,m g hm/q

14 14 0+ 7 7 7 Y7 l 0#£0 | L)

l 00 00 120 . - L#£0 0 00

400 | 400 +o00 . . . 12 o0 0
—00 | —00 —00 0 . FI 0 0 F.I.
400 | —00 F.I. — o0 o0 F.I.

1.5 Théoreme de comparaison

Théoréme

On considere deux fonctions f et g. Soit a une valeur ou une borne (finie ou infinie) de DyND,,.

o Si lilg_l f(z) = +o0 et 81l existe un réel A tel que, pour z > A, f(z) < g(x), alors
T—+a
lim g(z) = +o0.
o Si 1_1)1&1 f(z) = —o0 et §'il existe un réel A tel que, pour x > A, f(x) > g(z), alors
x a

lim g(z) = —o0.

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = x + 2 cos(x).

— Propriété

. . e @
Pour tout entier naturel n, ona: lim — =+ocoet lim — =0.

Démonstration
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1.6 Théoréme des gendarmes

Théoréme

Soit f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle I telles que pour tout = € I, f(z) <
g(x) < h(x). Si, pour tout réel ¢, on a %13}1 flz) = zl_l)HJ:ah(a:) = {, alors %E)I}lg(.r) =/

sin(z)

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = PP

1.7 Limites et fonction composée

— Propriété

Soient u et v deux fonctions. On définit la fonction f par f(z) = u[v(z)]. Alors,

lim f(z) = lim u(X) ouy= lim v(x),

r—a X—y T—a

« pouvant représenter un nombre fini ou un infini.

On peut aussi noter :
o f(@) = ufv(2)] = (uov)(z)

(lire « uw rond v »). On dit que f est une fonction composée.
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2 Continuité

Soit une fonction f définie sur un intervalle I et a € I.
On dit que f est continue en a si :

lim f(2) = f(a).

Tr—a

On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

Cela se traduit graphiquement par le fait que la courbe représentative d’une
fonction continue sur I peut se tracer sans lever le crayon sur cet intervalle.

La courbe représentative de la fonction inverse n’est pas continue sur R (car ses limites en 0
sont infinies). En revanche, elle 'est sur | — oo ;0] et sur |0 ; +o0].
A A
1 1
z x
0 i 0 i
) I=R ] I =] —o00;0[ I =]0; +00]
Il'y a un « trou » au niveau de x =0 Il n’y a pas de trou sur chaque intervalle
donc la fonction n’est pas continue en 0, I; et I donc la fonction est continue sur
donc pas continue sur R. I et sur I.
o Dans le second cas, on ne dit pas que la fonction est continue sur I; U I, mais

continue sur chacun des intervalles.

Quand une fonction n’est pas continue, on ne dit pas qu’elle est discontinue.

On appelle point de discontinuité tout point en lequel une fonction n’est pas continue.

x = 0 est un point de discontinuité de la fonction inverse.
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2.1 Fonctions continues de référence

— Propriétés }
e Les fonctions polyndémes sont continues sur R.

e Les fonctions rationnelles sont continues sur tout intervalle inclus dans leur ensemble de
définition.

e La fonction racine carrée est continue sur [0 ; +00].
e La fonction ezponentielle est continue sur R.
e Les fonctions z — cosx et x — sin x sont continues sur R.

e Les fonctions obtenues par somme, produit ou quotient de fonctions continues sont continues
sur chacun des intervalles ou elles sont définies.

1. La fonction z — 23 4+ 22 — 5 est continue sur R . .. ..ottt

2. La fonction x + sin(z) + cos(z) est continue sur R ...

3. La fonction z +— (22 + 1) cos(z) est continue sur R ...........oiiiiiiiiiiiiiiiiin...
22

4. La fonction z —

est continue sur | —oo ; 1[etsur |1 ; +00[ . ...covviiiiia...

2.2 Continuité d’une fonction composée

— Propriété
Soit f = v o u une fonction définie sur un intervalle I de R.
Si u est continue sur I et si v est continue sur u(/) alors f est continue sur I.

Soient u : x+—x—1letv : x+— /x. Notons f(z) = (vou)(x) =~z —1.

2.3 Continuité et tableau de variations

!

Dans un tableau de variations, un point de discontinuité est représenté par une double
barres verticales. Par exemple, pour la fonction inverse, on a :

i —00 0 +oo

0 400

(@) — —,
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2.4 Fonction définie et fonction continue

On consideére la fonction f définie sur R par :

Une fonction peut étre définie sur un intervalle I sans nécessairement étre continue
sur I.

Cette fonction est appelée fonction partie entiére : pour tout entier relatif n,
Veen; n+1l], f(z)=n.

Sa représentation graphique est la suivante :

Cette fonction est définie en tout point de R, mais elle n’est pas continue sur R.

2.5 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I, et soient a et b deux réels de I.
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), ’équation f(z) = k admet au moins une solution
comprise entre a et b.

Ce théoreme assure, sous certaines hypotheses, 'existence d’au moins un antécédent
a k, mais il n’assure pas son unicité et ne permet pas de calculer sa valeur.
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Corollaire

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, et soient a et b deux réels de I tels que a < b.
Si f est continue et strictement monotone sur [a ; b], alors pour tout réel k compris entre f(a)
et f(b), 'équation f(z) = k admet une solution unique dans l'intervalle [a ;b].

e Soit f(z) =cosx — x.

2.6 Théoréme du point fixe

Théoréme

Soit une suite (uy) définie par un premier terme et u,y; = f(u,) convergente vers /.
Si la fonction associée f est continue en ¢, alors la limite de la suite £ est solution de ’équation

flx) ==

Démonstration
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