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Orthogonalité & Distances dans ’espace

Cours, méthodes, exemples et démonstrations

1 Produit scalaire

Soient AB et 1@ deux vecteurs de l'espace. Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB).
Le produit scalaire des vecteurs E et 1@ , noté E : 1@ , est défini par :

xﬁ : 1@ = AB x AH si les deux vecteurs forment un angle aigu ;
xﬁ : 1@ = —AB x AH si les deux vecteurs forment un angle obtus.

— Propriétés

Le produit scalaire a été défini en classe de 1™ dans le plan. Sa définition reste inchangée
dans l'espace.

Les propriétés sur le produit scalaire dans I’espace sont les mémes que celles dans le
plan.

Pour tous vecteurs @, U et W de I’espace :
T =[x [T x cos (@, ) ;
U -V = - W (propriété de symétrie) ;
U (V+d)="d - V+4 -W;
V(Aip) €R?, (ANU) - (0T) = (W - ) ;

77 = S0+ TP - 12 - 21P);
77 = S0+ TP - 121 17
77 = 107 + PR -7 - TP,

Les propriétés faisant intervenir les coordonnées change afin d’intégrer la troisieme
composante.

— Propriétés

- = = o e
Dans un repere orthonormé (O; i ; j; k), c’est-a-dire ou 7 - 7 =7 -k =FK- 7 =0, on
z ol
considére deux vecteurs ¥ |y | et ¥ | ¢/ |. Alors, W - U = 2’ + yy + 22,
!/
z z

Version complétée : maths-mde.fr Orthogonalité € Distances dans l’espace 1/6


https://maths-mde.fr/TleSpe/CoursEleveGeoEspace2TleSpe.pdf

N MATHS MDE

\

o Terminale Spécialité Lycée Evariste Galois
-1 3
Soient W | 2 | et T | 5 |.0naalors, @ -0 = «.ooeii e
1 -7

1.1 Orthogonalité de deux vecteurs

Soient deux vecteurs 7 et ¥ de Pespace. On dit que U et U sont orthogonaux si UV =0.

-1 3
Soient W | 2 | et T 5 |0 -0 =0 oo
1 -7

1.2 Orthogonalité d’un vecteur et d’un plan

Soit P un plan de ’espace et soit 7 un vecteur de I’espace.
On dit que 7 est un vecteur normal & P si, pour tout vecteur 7 de P, 7 - f = 0.

Dans le cube ABCDEFGH, les deux vecteurs C@ et D? sont orthogonaux.
Par ailleurs, OC est un vecteur normal & (ABC) et DC un vecteur normal & (ADE). Ainsi,
les plans (ABC) et (ADE) sont perpendiculaires.

H G

1.3 Orthogonalité de deux plans

Soient deux plans P; et Py de ’espace.

On dit que P; et Py sont orthogonaux si tout vecteur @i de P; est orthogonal & tout vecteur
%

(%) de PQ.
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Propriété

Soient deux plans P; et Py de ’espace, de vecteurs normaux respectifs i et 5.

P1 et Py sont orthogonaux <= n-ng=0.

Cette derniere propriété sera tres utilisée pour démontrer I'orthogonalité de deux plans.

1.4 Equations cartésiennes d’un plan

— Propriété

L’espace est rapporté a un repere orthonormé (O; i ; j; k). Soit P un plan de vecteur normal
a

7 | b|. On a alors, pour tout point M (z;y;z) Vespace, M € P <= ax+by+cz+d=
c

0, oudeR.

Démonstration

Pour tout point M du plan, on a :

« ax + by + cz 4+ d = 0 » est appelée une équation cartésienne du plan P.

Pour un triplet donné (a; b; ¢), il existe une infinité d’équations cartésiennes car d € R.

Exemple

Donner de deux facons différentes 1’équation cartésienne du plan passant par le point

2
A(—1;2;3) et de vecteur normal 7 | —3

1
Meéthode Nl @ . .
Meéthode N2 @ . .
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1.5 Détermination d’une représentation paramétrique de I’intersection de 2 plans

On considere les plans P et P’ d’équations cartésiennes respectives :

P:2x+3y—2+5=0
Pir+y+1=0

Nous souhaitons déterminer une représentation paramétrique de l'intersection de ces deux
plans si elle existe.

1.6 Intersection d’une droite et d’un plan

On considere le plan P d’équation 52 +y — z + 3 = 0 et la droite D passant par A(0;1;3) et
1

de vecteur directeur @ | 0
3

1. On vérifie d’abord que P et D se coupent en un point.
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2 Distances

2.1 Distance entre deux points

— Propriété

L’espace est rapporté a un repeére orthonormé (O; i ; j; k). Soient deux points A(z4;y4;24)
et B(zp;yp; zp). La distance entre A et B est donnée par 1'égalité :

AB = \/(zp —24)? + (yB — ya)? + (25 — 24)2.

Démonstration

2.2 Distance d’un point a un plan

Soit P un plan de ’espace, et soit A un point quelconque de I'espace.

Soit (d) la droite passant par A et orthogonale a P ; elle coupe P en un point H. H est appelé
le projeté orthogonal de A sur P.

— Propriété
Soit P un plan de 'espace, et soit A un point quelconque de l’espace. On note H le projeté
orthogonal de A sur P. Alors, H est le point de P le plus proche de A.

Démonstration
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— Propriété

= = =
L’espace est muni d’un repére orthonormal (O; i; j; k).

Soit P un plan d’équation cartésienne ax + by + cz + d = 0, et soit A(x4;ya;24) un point
quelconque de I'espace. La distance du point A au plan P est :

laxa + bya + cza + d
d(A;P)= .
( ) 1/a2_’_b2_|r_62

Démonstration
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