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Vecteurs, droites et plans de 1’espace

Cours, méthodes, exemples et démonstrations

1 Vecteur dans I’espace

Définition

Soient A et B deux points de I’espace, la transformation qui & tout point M de ’espace associe
I'unique point M’ tel que ABM’M soit un parallélogramme s’appelle la translation de vecteur
A

—
Comme, dans le plan, les vecteurs Jﬁ et M M’ sont égaux et on dit également qu’ils sont deux
représentants d’un vecteur unique noté .

Dans le cube ABCDEFGH, les vecteurs ﬁ et lﬁ sont
égaux car ABGH ... o

— Propriété

Relation de Chasles : Comme dans le plan, si A, B et C sont trois points de ’espace alors on
a: AC = AB + BC.

—_— 1 2
Dans un triangle ABC, on place les points M et N tels que AM = ng et BZ@ = fBZ%.
2 3
Exprimons le vecteur M Z@ en fonction des vecteurs A§ et A(2

Soient @ et ¢ deux vecteurs de I'espace.

e On dit que W est une combinaison linéaire de @ et ¥ s’il existent deux réels A\ et u tels
que :
W= M\ + pv.

e On dit aussi que les trois vecteurs i, ¥ et w sont coplanaires.
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e Deux vecteurs de I'espace sont dits colinéaires s’ils ont la méme direction.

e Dans le cas ou ¥ = a on dit que les vecteurs i et ¥ sont colinéaires.

° ru_; ESt UNE « - - v v vt et i i de ﬁ et v.

- =

e Les trois vecteurs @, U et @ sont -+ et

- —

e Les trois vecteurs &, ¢y et 2 ne sont pag -----------o. .-

=

e Les trois vecteurs ¢, Z et t sont -« «-ccveeenntn

E?=7+7 -

2 Droite dans ’espace

Une droite de I'espace est définie :
e soit par de deux points distincts;

e soit par la donnée d’un point et d’un vecteur non nul.

2.1 Caractérisation

— Propriété
Toute droite D de I’espace est définie par un point A et un vecteur .
On dit que 4 est un vecteur directeur de la droite.

D est 'ensemble des points M de I’espace tels que :

AM = kii, k€ER.

2.2 Droites paralleles

Deux droites de ’espace sont dites paralléles si leurs vecteurs directeurs respectifs sont coli-

néaires.

— Propriété
Dans 'espace, deux droites paralléles sont nécessairement dans un méme plan ; on dit qu’elles
sont coplanaires.
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o Dans I'espace, deux droites qui ne se coupent pas ne sont pas nécessairement paralléles.
H
G
E
F
D C
A B
Dans le cube ci-dessus par exemple, les droites (EF) et (BC) ne sont pas paralléles
bien qu’elles ne se coupent pas.

Position relative d’une droite par rapport a une autre droite dans un espace.
E H E H E H
| |
AXT A= D AT
N — | F N F
k--t/¢a r--tJa X--I7¢a
d \ 4 4 \
B @ C B @ cC B ® C
O o
)
B i e

3 Plan dans l’espace

Un plan de 'espace est défini :

e soit par trois points non alignés (ABC);

e soit par un point et deux vecteurs non colinéaires (A4; , ?)

Dans le cube ABCDEFGH, le plan (AFH) est déterminé ............ ...
H G
E F
C
A B
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3.1 Caractérisation d’un plan dans I’espace

— Propriété

—
Pour tout point M du plan P défini par un point A et un couple de vecteurs (i, V), AM est
une combinaison linéaire de @ et .

On dit que le plan est dirigé par le couple (u, ¥).

Dans le cube ABCDEFGH et le plan (ABD), le point C appartient a ce plan car le vecteur

A(% s’écrit comme une combinaison linéaire de AB et AD, ........... ... .. . . ...

H G

Soit un plan défini par un point A et un couple de vecteurs (@, ¥/).

(i, V) est appelé une base du plan.

(A; @, V) est appelé un repére du plan.

3.2 Plans paralleles

— Propriété

do
e Deux plans sont paralleles si et seulement si deux droites sécantes de I'un sont da
paralleles a deux droites sécantes de 'autre. A
e Soient deux plans de l'espace Pi, dirigé par (ui,v1), et P2, dirigé par (uz,v3). P1 dl
et Py sont paralleles u7 et up d’une part, v et v3 d’autre part, sont colinéaires. 4

Théoréme

Si deux plans P; et P contiennent respectivement deux
droites dy et do paralleles entre elles alors leur intersection
d3 est paralléle a ces deux droites.
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4 Positions relatives de droites et plans

4.1 Positions relatives de deux plans

— Propriété

Deux plans de I’espace sont soit sécants (leur intersection est une droite), soit paralléles.
Exemples
E H E H E H
A A A A A D
F L F  E
F--FJa F--tJa F--tJa
d /7 4
B @ C B @ C B ©®© C
O
O
B it

4.2 Positions relatives d’une droite et d’un plan

— Propriété

Une droite et un plan de I’espace sont soit sécants, soit paralleles.

L

FE H FE H FE H
D D

— 1. — 1. — 1,

] | ]

;F--FF G +F--I7 G ;-7 G

rd 7/ rd

B ® C B @ C B ® C

D o
O
®

5 Vecteurs coplanaires et repere de ’espace

5.1 Vecteurs coplanaires

Définitions

e Trois vecteurs i, ¥ et @/ de 'espace non deux & deux colinéaires sont dits coplanaires si
I'un est une combinaison linéaire des deux autres.

e Trois vecteurs 4, ¥ et w constituent une base de I’espace si et seulement si chacun de ces
trois vecteurs n’est pas une combinaison linéaire des deux autres.
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Si deux des trois vecteurs sont colinéaires alors les trois vecteurs sont nécessairement copla-
naires.

5.2 Repeéere de ’espace

Un repere de l'espace est défini par un point A et un triplet de 3 vecteurs non coplanaires
(i, U, ).

— Propriété

Si @, ¥ et W sont trois vecteurs non coplanaires de espace, pour tout vecteur ¢ de ’espace, il
existe un triplet unique de réels (a ;b ;c) tel que £ = ail + b¥ + cib.

On dit que (a ;b ;c) sont les coordonnées du vecteur t dans la base (@, ¥, ).

L

Démonstration

Dans le cube ABCDEFGH muni de la base (ﬁ , E, /ﬁ), on peut décomposer les vecteurs

AIIIST & o

E H E H
A & A £ D)
| |
F--Fda “o-tJa
d
B c B c
— Propriété

Dans le repere (A ; 4, U, %), pour tout point M de I’espace il existe un triplet unique de réels
(x 5y ;2) tel que AM = x@ + yU + 2.

|
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— Propriété

TB —TA
Comme dans un plan, si A(za,y4,24) et B(zp,yn, 2p) alors 1@ YB — YA
ZB — ZA
0 1
Dans le cube ABCDEFGH muni du repeére (A4; E,E,/ﬁ‘)), ona:H|1]|etG|1], ainsi
1 1
0—-1 -1
GH|1-1|=1 0
1-1 0
E H
A5
Ll
B c

6 Représentation paramétrique d’une droite

— Propriété

L’espace est muni d’un repere (O ; 7 E)

Soit D la droite passant par le poin de coordonnées (x4 ;ya ;z4) et de vecteur directeur
@ de coordonnées (a ;b ;c).
T =4+ at
M(z;y;2) €D < Sy=ya+b, teR
Z2=2za+ct

C’est une représentation paramétrique de D.

Démonstration
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La droite caractérisée par la représentation paramétrique suivante :

Cette représentation paramétrique n’est pas unique et dépend du vecteur directeur et
du point choisi sur la droite.

r=-—14 3t
y=2—-t , tek
z=5+4+Tt

3
passe par le point A(---;---;--+) et a pour vecteur directeur @ | —1

Deux droites (d) et (d') ont pour représentations paramétriques respectives :

r=—-1+t x=4-3t
(dy:qy=6+2t ,teR (d):qy=16-5t' ,t€eR

Yy Y

z=—2—4t z =22+t

Sont-elles sécantes 7
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