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Dérivabilité & Convexité d’une fonction

Cours, méthodes, exemples et démonstrations

1 Dérivation

1.1 Dérivabilité en un point a

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et a un réel appartenant a I.
On dit que f est dérivable en a si :

o fath) = f@) @)~ f)

h—0 h r—a T —a
est une limite réelle finie /.
¢ est alors appelé le nombre dérivé de f en a, et on le note f/(a).

Par extension, on dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point a de I. La
fonction f' : x> f'(x) est alors appelée fonction dérivée de f.

1.2 Dérivabilité et continuité

Propriété .
{ Si f est une fonction définie et dérivable en a alors elle est continue en a.

La réciproque de ce théoreme est fausse : une fonction peut étre continue sans étre
dérivable.

La fonction f : x + |x| est continue en 0, mais pas dérivable en 0 car :
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1.3 Regles de dérivation

— Propriété
Dérivation d’une fonction composée : Soit u et v deux fonctions (vérifiant les conditions de
définition requises) dérivables de dérivées respectives u et v, alors la fonction f = v o u est
dérivable et sa dérivée s’écrit :

fl(@) = (wow)(z) = v'(z) x v'[u(z)].

On considere les deux fonctions définies par u(r) = 222 — 3 et v(z) = /7.

— Propriété
e Si v et u sont de méme monotonie, autrement dit toutes les deux croissantes ou toutes les
deux décroissantes, alors la fonction v o u est croissante.

e Si v et u sont de monotonie contraire, autrement dit 1’une croissante et ’autre décroissante,
alors la fonction v o w est décroissante.

Démonstration

En général, uwov # vowu. On dit que la composée de fonctions n’est pas commutative.
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— Propriété

Soit v une fonction dérivable sur un intervalle I.
’ Fonction H Dérivée H Condition
u? 2u’u
1 u
— - I
" 2 u(x) # 0 sur
el u'e
u/
U —_— u(x) >0 sur I
N N ()
u™ nu/un !
ul
In(u) — u(z) > 0 sur [
U
sin(u) u' X cos(u)
cos(u) —u' x sin(u)

2 Convexité d’une fonction

2.1 Fonction concave, fonction convexe

Soit f une fonction et Cy sa courbe représentative dans un repére orthonormé. Soit A et B
deux points de Cy alors la droite (AB) est appelée sécante de Cy.

)
C T T fla)
ey
| | j | :j

Soit f une fonction et C; sa courbe représentative dans un repére orthonormé. On dit que :
e f est convexe sur un intervalle I si, pour tout réel z de I, Cy est en dessous de ses sécantes.

e f est concave sur un intervalle I si, pour tout réel z de I, Cy est au-dessus de ses sécantes.
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o La fonction CAITE €St . ...t e

e La fonction racine carrée

— Propriété

e Si f est une fonction convexe sur un intervalle I alors pour tous réels x et y de I et pour
tout t € [0;1] ona: f(tx + (1 —t)y) < tf(x)+ (1 —1¢)f(y).

e Si f est une fonction concave sur un intervalle I alors pour tous réels x et y de I et pour
tout t € [0;1] on a: f(tx+ (1 —t)y) > tf(z)+ (1 —1t)f(y).

Démonstration

Soit deux réels a et b et soit ¢ un réel de [0;1]. On considére les deux points A(a; f(a)) et
B(b; f(b)) appartenant & la courbe représentaive de f.

Alors le point M (ta + (1 —t)b,tf(a) + (1 —¢)f(b)) appartient au segment [AB], une portion
de la sécante de Cy.

[ étant concave, cette sécante est située en dessous de Cy sur [a; b]. M est donc situé en dessous
du point N(ta + (1 —t)b, f(ta+ (1 —¢)b)). Dot f(ta+ (1 —t)b) = tf(a) + (1 —t)f(D).

— Propriété

f est convexe sur [ si et seulement si —f est concave sur I.

La fonction & — 22 st «««vvvvnvnn- et la fonction 2 —> —z2 est -+ v rveeennn

— Propriété
Soit I un intervalle réel. Soit f une fonction deux fois dérivable sur I et f sa fonction dérivée.
f est convexe sur I, si et seulement si, pour tout réel x de I, f’ est croissante.

f est concave sur I, si et seulement si, pour tout réel x de I, f’ est décroissante.
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2.2 Dérivée seconde

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I telle que sa dérivée f’ soit elle aussi dérivable

sur 1.
On appelle dérivée seconde de f la dérivée de la dérivée de f, et on la note f”.

SOit () = @3, ALOTS, .ottt ettt et

— Propriété

On dit que f est concave sur un intervalle I si et seulement si f”(z) < 0 sur .
On dit que f est convere sur un intervalle I si et seulement si f”(z) > 0 sur I.

Démonstration

2.3 Point d’inflexion

Définition

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I, et soit a € I.
On dit que le point de coordonnées (a ; f(a)) est un point d’inflexion de la courbe représen-
tative de f si f”(x) s’annule en a en changeant de signe.

Graphiquement, cela se traduit par un changement de convexité en a.
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Soit f(x) = x3. Alors, f’(z) =------ et : .

de la courbe représentative de la fonction f.
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2.4 Position relative de la tangente

— Propriété
Soit f une fonction supposée deux fois dérivable sur I de dérivée seconde f”.
Si f” est positive sur I, alors la courbe représentative de f est au-dessus de ses tangentes.

Démonstration

On considere la fonction ¢ la fonction définie sur I par la différence entre la fonction et sa tan-
gente. Autrement dit, ¢(x) = £(z)— (f(20)(x — 30) + f(x0))) = F(x)—f(z0)a-+ f(z0)z0  (z0).

Cette fonction est dérivable car c’est la somme de fonctions dérivables, ainsi, ¢'(x) =
f(@) f' (o).

Or, f” est positive donc f’ est croissante. Donc,

si x > xg alors f/(x)f'(x¢) donc ¢'(x) = 0.

Et, si 2 <z alors f'(z) < f'(x) donc ¢'(x) < 0.

Par ailleurs, ¢(z9) = 0. Le tableau de variations ci-dessous nous permet de déduite le résultat.

T —00 x0 +oo

o(x) — 0 +

¢ T, —
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Interprétation graphique :

» la courbe représentative d'une fonction converxe sur un intervalle I sera toujours au-dessus
de ses tangentes;

» la courbe représentative d’une fonction concave sur un intervalle I sera toujours en dessous
de ses tangentes.

Fonction concave sur [—3 ; 2]

Fonction convexe sur [—3 ; 2]
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