Des nombres complexes

Maths Expertes Evarite Galois
Corrigé a la géométrie maths-mde. fr
Exercice 1 :

[

(=]

Forme algébrique :

2—-6i

(2—6i)(1—1i)
1— 2
2 —2i—6i+ 6>
2
—4—8j

2
= —2—4i

z1 = (5+0)(3Bi—-2)
= 15— 10+3i%—2i
— 13413

Exercice 2 :

[

D

Forme algébrique du conjugué:

N 1+3i+1
ST 055
1+3i+i—5
i—5
4i—4
i—5
(4i—4)(i+5)
i2—25
412 4+ 20i — 4i — 20
—26
16i —24
—26
16i+24

26

2,8
13 13"

<

Résoudre dans C les équations suivantes.
2i 2i

1/ 3z-2i=0&z=="85=¢= ;.

i-2i=0e:=2 o5= {7

-7. 3 . Ao
——I+ = est la solution de cette équation. En

29 29
effet,
i . —2i
(8—-3i)z+2i=2z & =T
N Z:—Zi(7+3i)
7% — (3i)?
N Z:—14i+6
58
-7. 3
~ Zzgl‘i‘%-

3
-1+ Ei est la solution de cette équation. En
effet,

4z+i+T7=3-5i & 4z7=-6i—4

o 7o _1_3;
=—1—=i
z 2
& 1+3'
=—1+=i.
. 2

D

Notons z = a +ib. Ainsi

Biz+2z+1=3+4i
8i(a+ib)+2(a—ib)+ 1 =3+4i
8ai —8b+2a—2bi+ 1 =3 +4i
8a—2b)i—8b+2a+1=3+4i
8a —2b =4
—8b+2a+1 =3
da—b =2 Ll
—dbt+a =1 L2
4a—b =2 LI
—16b+4a =4 4Ll
4a—b =2 LI
15p =-2 L1—4L2

7
a =-—
- 15,

b =—=

15

T ¢ ¢

)
—— — = =

2 )
— —1 est la solution de

P S t, —
ar conséquent, 7= — 1=

cette équation.
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Exercice 3 :

[

<

Résoudre dans C les équations suivantes.

Le discriminant A de 37> — 5z + 1 = 0 est égal
a(=5)2—-4x3x1=25-12=13.

Celui-ci étant strictement positif, 1’équation
admet deux solutions réelles :

5—+/13 54413
1= etzp = .
6 6
. 5—+v13 5+4/13
Ainsi, S = 5 ; 5 .

Le discriminant de I’équation 7> +z+ 1 = 0 est
égala 1> —4x 1 x1=-3.

Celui-ci étant strictement négatif, 1’équation
admet deux solutions dans C :

_ol-w3 1403
{1 = ) 1 = 2 .
Ainsi, S = {_1 _21\/?; _1—;l\/§}.

2—V243=252-2z4+1=0.
Le discriminant A de zz—\/§z+3 =2 est égal
2
A (—\@) AxIx1=2—4=_2.

Celui-ci étant strictement négatif, 1’équation
admet deux solutions dans C :
V2-iV2 V2+iv2

! 2 ! 2

Exercice 4 :

[

D

. V2—iv10 V2 +iv10
Ainsi, S = > ; > .

(z —4z+2)(Z —z+1) 0
& 2—4742=00u 2—z+1=0.

Le discriminant de 1’équation z> —4z+2 =0
estégala (—4)2 —4x 1 x2=38.

Celui-ci étant strictement positif, 1’équation
admet deux solutions réelles :

4-V8 4+ VB
2 2

Le discriminant de I’équation z> —z+ 1 = 0 est
égala (—1)2—4x1x1=-3.

1 = 2=

Celui-ci étant strictement négatif, 1’équation
admet deux solutions dans C :

_ =3 143
3 = > 4 = 2 .
Ainsi,
1 1—
{2 V224 V2; +lf ;f}

<

@D

On considere le polyndme P défini sur C par : P(z) = z° — 572 4 11z — 10.

(a) 2 est une racine de P, car P(2) = 23

—5x224+11x2—10=8—-20+22—10=0.

(b) Etant donné que 2 est une racine de P, ce polyndme peut s’ écrire sous la forme :

(z—2)(2 +bz+c)
= 2 4bPtez—

272 —2bz—2c

= 24+ (b-2)2+(c—2b)z—2c.

PG =
b—2 =-5
Ceci entraine que : ¢ ¢—2b
—2c =-1

Ainsi, P(z) = (z—
(©)

2)(z2 —3z+5).

=11 :>{[C? _s
0 —

=-3

P(2)=0 & (z—2)(z*—3z+5)=0
& 7-2=0o0u z2—3z+5=0
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Le discriminant de I’équation z2 — 3745 =0 est égal a (—3)> =4 x 1 x5 = —11.

Celui-ci étant strictement négatif, I’équation admet deux solutions dans C :

3—ivl1l 3+iv11
Zl:TetQ:T.

Ainsi, S = {2;3_’2‘/ﬁ;3+’2‘/ﬁ}.

On procede de la méme maniére pour résoudre dans C I’équation : 22> 4+ 7z> +9z+4 = 0.

On remarque que —1 est une solution évidente. En effet,
2x (=13 4+7x (=12 4+9x (=1)4+4=-24+7-944=0.

On déduit alors qu’il existe deux nombres b et ¢ dans R tels que :

253472 4+92+4 = (z4+1)(222 +bz+c)
= 27 +b*+cz+28 +bhztc
223+ (b+2)72 + (c+b)z+c.
o bz =17 b =5
Ce qui implique, E—i—b :Z :>{ ¢ o—4 -

Ainsi, P(z) = (z+1)(22%> + 5z +4).

Le discriminant du polyndme 2z% +5z+4 est égal 2 52 —4 x2 x4 =25-32 = —7.

Celui-ci étant strictement négatif, le polyndme admet deux racines dans C :

—5—ivV7
=" etz

_=5+iVT
2 ALY

<1 4

2

P ¢ t,S=<¢—-1; ;
ar conséquen { ) )

Exercice 5 :

=5 7_—5+i\/7}

aTQ

Soit x un nombre réel. On sait que exp(x +y) = exp(x) exp(y)

o35 5 o251 — p3xH2x—1 _ Sx—1

(ex+2)2 _ 20x42) _ 24

@D

2 1\3 ., 3-5x 3(x—1)4+3—5x
e x2—x+3 (ex ) xe ¢ -
o3¢ . 02116 T T o246 €
~ Exercice 6 : a
A I’aide d’un cercle trigonométrique, on obtient :
@ cos -2z D isin (=2 V3 © 251\ V2 . 25 V2
—— | =—zetsin(| —)=——. (c)cos|— | =—ctcos| — | = —.
3 2 3 2 4 2 4 2
23 3 23 1 —11 —11
(b) cos (TE) :\/T—etcos (%) =-3 (d) cos (Tn> :Oetcos( 5 n) =1.
. _ . _ _ 2 2
(a) Si cos(x) = —1 et sin(x) = 0, alors x = (b) Sin cos(x) = — £ et sin(x) = — £ _ alors
T+2kn, keZ. 5 2 2
x= Tn+2k7r; keZ.
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cos(x) V3

S(X) = — T

Si 2 Lalorsx=— ¢ +2km 2kEL.
sin(x) = >

Exercice 7 :

[«
<

@D

On considére un plan muni d’un repére orthonormé (O;1;J), d’unité le centimétre.

— 57
Placer le point A tel que IOA = r3 rad et OA =3 cm.

Calculons BC, CD et DB :
BC = /(xc—xp)>+ (c—yp)?> =/ (-1 -1)2+(1-3)2 =8 =2V2.
CD = /(xc—xp)>+ (vc—yp)? =/ (-1—-1)2+(1—(-1))2 = V8=2V2.
DB=\/(xp—xp)>+(yg—yp)? =/ (1-1)2+(3—(-1))2=V16=4.

Le triangle BCD a deux c6tés de méme longueur, il est donc isocele.

Exercice 8 :

[
<

D

On considére un plan muni d’un repére orthonormé (O;1;J).
Soient A, B et C trois points définis par :

*@z%radetOAzZ\/i;

. . ‘o — 3n
* B apparient au cercle trigonométrique de centre O tel que /OB = - rad;

* C a pour coordonnées (3;1).
Calculons les coordonnées de A(xa;y4) :

3 2
xA:2\/§><cos<Tn) :—Zﬁx\/?_:—l

3
xAzzﬁxsin<¥) :2\/§><\/7_:2.

Calculons les coordonnées de B(xp;yp) appartenant au cercle trigonométrique :

Xg = COS <37ﬂ> =0.

. (37
yp = s 23 =—1.
Calculons AB, AC et BC :
AB= /(x5 —xa) + (5 —xa)> = /(0 — (-2 + (-1 -2) = V419 = VI3.
CB= /(x5 —xc)+ (v —xc) = /(0372 + (~1 1)’ = O 14=I3.
AC = \/lxc = xa)2+ (yc —xa)* = /(3= (-2))2+ (1-2)2 = V25 + 1 = V26.

On remarque que : AC> = AB> + CB? et AB = CB. Ainsi, le triangle ABC est rectangle et isocéle en B.
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Exercice 9 :

[
<

D

On considere le cercle unité ci-apres. Soient a et b deux mesures angles.

sin
A
B
1 a
b .
0O ' Ccos
— — o
Calculons le produit scalaire OA.OA de deux Ainsi,
facons différentes.
D’une part, sin(a+b)
T
= cos (5 —a— b)
— — —
0A.0B = |0A|||0B||cos (04, 08) — cos (% —a) cos(b) +sin (£ ~a) sin)
= cos(a—b). = sin(a)cos(b) + cos(a)sin(b).
D’autre part,
Il suffit d’utiliser 1’égalité précédente,
oAoB = () (o) | .
sin(a) sin(b) sinfa—b) = sin(a+(—Db))

= cos(a)cos(b) +sin(a)sin(b). = sin(a)cos(—b) 4+ cos(a)sin(—b)

Ainsi, = sin(a)cos(b) — cos(a)sin(b).

cos(a —b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).

1l suffit d’utiliser I’égalité précédente En utilisant I’égalité de la question 2, on ob-

tient :

cos(a+b) = cos(a—(—b))

= cos(a)cos(—b) +sin(a) sin(—b) cos(2a) = cos(a+a)

= cos(a)cos(b) —sin(a)sin(b). = cos(a)cos(a) —sin(a)sin(a)

= cos?(a) —sin’(a)
On sait que : _ cosz(a)—(l—cosz(a))
. (T . T

cos(a) =sin <§ — a) etsin(a) = cos (5 — a>. = 2cos*(a) — 1.
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6. En utilisant I’égalité de la question 3, on obtient :
sin(2a) = sin(a+a)
= sin(a)cos(a)+cos(a)sin(a)
= 2sin(a)cos(a).

Exercice 10 :

[
<

Résoudre dans C chacun des systemes de deux équations a deux inconnus suivants.

(1

@D

—z1+2 =2 71— =3—-4i
YT 425 —=8—i
~71+ixzz =0 .
\ 2 o {Z1—Z2 =34
(1 — _—
atn =2 A+ =8
< 1 o 21—z =3-4i L
| EZ_I‘HXZ_z =0 21+2z20 =8+i Ly
(1 N -3z =-5-5i Li—L»
- %z1+Z2 =2 L 21 =14-7i L,+2L;
—zi—iz =0 Ly 545i
\ 2 2 = 3
(1+i)z =2 Li—L, < . 4T
& 1+ -
;L’zl —2i L,+il 3
( 2
D B g
i
L T {6Z_1_3_12 -
_2(1—i) 31—z =6
2 T 621 —3z =12+i
o _41(21—'21) 3% -2 =6
15— 6z1— 320 =1241i L4
2 :;—12 3z1—22 =6 L
G = —22 =i Li—2L,
-3z1 =i—6 L;i—-3L,
7 =—I
321 —2zp =4i—2 _ —i+6
n+2m =2 a4 =3
321 —2zp =4i—2
1+20 =2
321—2720 =4i—2 L4
u+2z =2 L
4z, =4 Li+L,
—8z =4i—8 L;—3L,
71 =1i
1. .
22 :—§l+1

Corrigé


https://maths-mde.fr/NombresComplexes1.htm
https://maths-mde.fr/NombresComplexes1.htm

Corrigé

Kholle


https://maths-mde.fr/NombresComplexes1.htm
https://maths-mde.fr/NombresComplexes1.htm

