- Chailnes & Graphes

Puissances d’une matrice d’adjacence

)

— Comprendre qu’un graphe représente des chaines.
— Comprendre qu’une matrice d’adjacence compte ces chaines.

— Retenir que les puissances de la matrice comptent les chemins.
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Considérons le graphe orienté suivant.

— Depuis le sommet A, on peut aller de A vers A et de A vers B.

a

— Depuis le sommet B, il n’y a qu’un seul chemin possible de B vers A.

La matrice d’adjacence du graphe est alors donnée par :
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Chaque coefficient de cette matrice décrit les transitions possibles entre les sommets.
1 si une aréte relie i a j,

Ainsi, chaque coefficient de la matrice M;; vaut : )
0 dans le cas contraire.

N\ Y,
Chaines de longueur 1
Les chaines de longueur 1 obtenues a partir du sommet A sont : A - Aet A > B.
Il existe donc 2 chaines possibles de longueur 1 partant de A.
Ce résultat correspond a la somme des coefficients de la premiere ligne de la matrice M.
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Chaines de longueur 2

Calculons maintenant :
o (1 1\ (/1 1\ (21
M _<1 0 1 0/ \1 1/)°

Le coefficient (M?)1; = 2 indique qu’il existe exactement deux chemins de longueur 2 reliant A & A :




A—-A—-A e A—B-—= A

Il y a donc deux chaines de longueur 2 reliant A & A et une chaine de longueur 2 reliant A a B.
Au total, Il y en a exactement 3 chaines de longueur 2 partant de A.
On retrouve ce résultat en additionnant les coefficients de la premiére ligne de M? : 2 +1 = 3.
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Chaines de longueur 3

En calculant,
2 1\ /1 1 3 2
3 _ a2 — _
wi=aea= (1) (1 o)=( 1)

Le coefficient (M?)1; = 3 indique qu’il existe exactement 3 chemins de longueur 2 reliant A & A :

A—-A—-A—- A A—-B—-A—-A e A—A—B—A.

La somme des coefficients de la premiere ligne vaut : 34+ 2 = 5. Ce qui signifie qu’il existe 5 chaines de longueur
3 en partant de A.

Considérons le graphe orienté suivant.

a Les transitions suivantes :

— depuis A, on peut aller vers A ou B ;
— depuis B, on peut aller vers A ou C';

— depuis C, on peut aller vers A.

La matrice d’adjacence est :

110
M=11 01
1 00

> C M5 = 1 signifie qu’il existe une aréte de A vers B.
Mss = 0 signifie qu’il n’existe pas d’aréte de C vers C.
g y,
Chaines de longueur 2
En calculant,
110 110 2 11
M?=110 1|10 1)]=(210
1 00 1 00 110

On obtient ainsi le coefficient (M?)1; = 2, ce la signifie que qu’il y a 2 chemins de longueur 2 allant de A vers
A. Ces chemins sont :

A—-A—-A e A—B-— A




Dans le produit matriciel :
(M?);5 = Z My My

on choisit :
— un sommet intermédiaire k ;
— un chemin de ¢ vers k;

— puis un chemin de k vers j.

Donc, M? compte les chemins de longueur 2.
De méme, M" compte les chemins de longueur n.




