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Exercice 1 : (4 points) /

On rappelle que : z = re? = r[cos(#) + isin()].

Une forme trigonométrique est donnée par, 2 2
@ =4 §77r ~~q 27n P z1 = —\2[—\{ = —2V2 - 2V/2i.
21 = 4 [cos (—2FF) + isin (— 2]
Or, le cosinus est une fonction paire et 27- Une forme trigonomét Ao cgb dommés mam,
périodiques, de plus le sinus est une fonction _ s
ZQ—?)[COS( )—i—zsm( )]

impaire et 2w-périodiques. Donc, g

s 1
2 0 =Tn) = (—2 _ 7) _L
cos (—QTT”) = cos (67T+ %TTF) = _\2[ r, COS( 3 ) cos T 5 5
¢ T . T V3
e o7 97 5 ets1n(3)zsm(_27r_§>:_2'
n(—2m™) — _ qj T — o 3
sin (—27F) S\l/né( =) sin (67 4 2T) Donc, la forme algébrique est donnée par,
N o 2 . , . , 3 3\/3 )
Des lors, la forme algébrique est donnée par, 29 = = 5

Le mieux est de calculer d’abord le module d’'un nombre complexe avant de donner sa forme exponen-

tielle.
@ Calculons |z3] : @ Calculons |z4] :
2 z4] = +/(3m)? = 3.
23] = <—;>2+ (-“f) _ VA= |A?r’151, o
Ainsi, z4 = 3m|(cos (g) + 4sin (g))
23 = _g — 7\2/31 = 3me??

Exercice 2 : (3 points) / \

L’ensemble de points M d’affixe z du plan complexe vérifiant |z + 2i| = 3, est le cercle de centre O
d’affixe —2¢ et de rayon 3. En effet, en posant z = x + iy, on obtient ’équation du cercle :

lz+2il=3 & |r+yi+2i=3

& Vri+(y+2)2=3
& (-0 +@y+2?%*=9.
L’ensemble de points M d’affixe z du plan complexe vérifiant |z —7—4i| = |z —5+2i], est la médiatrice

du segment [AB], avec A et B les deux points d’affixe respective 7+ 4i et 5 — 2i. On peut déterminer
une équation cartésienne de cette droite, en notant z = z + iy,

|z —7—4i|=]2-54+2i & |c+iy—7— 4i\:]x+iy—5+2z’]
& V@-12+(y-4)?2=(x -5+ (y+2)?
& (z-7)? (y—4) = (z 5"+ (y+2)*
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|z —7—4i|=|2—-5+2| & 22—14x+49+1?> -8y +16=22—10c+25+ 1> +4y+4
& —12y —4x+36=0. (x)

(*) est une équation cartésienne de la droite (AB).

—

Exercice 3 : (5 points) / )

Les cing questions sont indépendantes.

On sait que : sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b). De plus, L _L_Z Ainsi,

T
12 3 4
(1) = o (5-3)
S | — = sm\| - — —
12 3 4

(5) s (§) = oo (5) e (3)

sin
V3. V2
2 2

[

1
— =X
2

4

S
I

Par ailleurs, la fonction sinus est impaire donc, sin (—%) = —sin (%) = \[;\/6

En utilisant la formule de Moivre (cos(f) + ¢sin(0))™ = cos(nf) + isin(nf), on obtient :

(—2 _ 2\/§i>)6 _ (2 + 2x/§z'))6

()

6

2 2

< (cos (5) +5m (5)°
(

912
= 22 x (cos (% X 6) + 7sin (g X 6))
912

X (cos (2m) + isin (27))

= 4096.
ei@ + e—i@
En utilisant la formule d’Euler cos(0) = —5 —on obtient :

. 4
cos*(z) = <6w+2_em>
642'3: +463ix6—ix +662ix6—2ix +4eixe—3ix +6—4ix
16
642'3: 4 e—4i:c +462i:c +4€—2iz 16
16
cos(4x) + 4 cos(2x) + 3
8

Posons z = €. Ainsi, 2 =1 < |2]°=1 < |z| =1
Par ailleurs,

5i0 _ ,i(0+2kn) 2km Zkl, LcZ.

=1« e ,keZ@G:T,keZ@H:

— Si k = 5p, alors z = eX%P7 =1,




(2w 21 .
— Si k =5p+ 1, alors z:ez< 5 +2pw) =e5 ",
(4 47
—Sik:5p+2,alorsz:ez<5+2pﬂ>:e?l
s 6 .
—Sik:5p+3,alorsz:el<5+2pﬂ):eT’
(8T 8.
fSik::5p+4,alorsz:ez<5+2pﬂ):(35’
Ainsi, S=<1;e5";e5"';e5"';e5"

Les points A, B, C d’affixes z4, zp, zc sont distincts et alignés, donc (E,ﬁ) =0 [27] ou
(E;ﬁ) —0 [2n].
Or, arg <ZC_ZA> = (ﬁ,@) Donc, arg (ZC_ZA> =0 [27] ou arg <ZC_ZA> =7 [27].

ZB — ZA ZB — ZA ZB — %A

—

Exercice 4 : (8 points) / h

On définit, pour tout entier naturel n, les nombres complexes z par :

20 = 16
141 .
Znyl = 5 Zn, pour tout entier naturel n.
On note 7, le module du nombre complexe z,, : 7, = |2,].

Dans le plan d’Argand-Cauchy muni d’un repere orthonormé d’origine O, on considere les points A,, d’affixes

Zrpo

@ zZ1 = 13120:12+i><16=8+81.

1+i 1+i
- +1Z1:( +1>(8+8i):4+4i+4i—4=8i-

2 2
1+i 1+
= i () 44— 444
2 2
@ Ci-apres les points placés sur le repere.

i i Ay i i A i i i

__I___T_8_"___T___l___'l'__'?___I'___l___l___'T___'
| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | |

__I___J__6____J____I___J____l___L__J___I___J___.
| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | |
| A3 | | | | | | | | |

R e A T e e I P E Y
| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | |

el ol L L _d___L__d___.
| | 2 | | | | | | | |
| | | | | | | | | |
TS P [T I A S I N S
| | ) I | |
N TR
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1
(o) Siz= zlalors |2|* = ; + 3 = %, donc \Z\:g.

4
Des lors, z = g (@—H@) = g (cos%%—isin%).

; +1
En conséquence, un argument de —— est Z.
J 2 4

@ OAy = |zp| =19 = 16;
OA; = |z1| =71 = V8 + 82 = /64 x 2 = 8/2;
AgA1 = |z1 — 29| = |8+ 8i — 16| = | -8 + 8i| = 8v/2.
On a d’une part, OA; = AgA;1, autrement dit le triangle est isocele en A;.
D’autre part, on constate que, (8\@)2 + (8\/5)2 = 16> < ApA? + OA? = OA3 cela signifie
que le triangle OAgA; est rectangle en Ap, selon la réciproque du théoréme de Pythagore.




—

V2

X |Zn| = 77"71.

1+i
Tn+1 = |Zn+1| = Tzn 9

2 . . . 2
T+l = —5-Tn implique que la suite (r,,) est géométrique, de raison -

n n
2 2
Des lors, pour entier naturel n, on a : r, = rg <£) =16 (i) .

2 2
V2 V2

n
Par ailleurs, —1 < oY <1, donc lim <7> =0, et par produit, lim 7, =0.

_'1+i

n—-+oo n—-+o0

Ainsi, la suite (r,,) converge vers 0.

rn = |zn| = OA,, signifie géométriquement que la limite des points A, est le point O.
@ Pour tout entier naturel n, on a :

AnAni1 = |Znt1 — 2l
141
= > Zn — Zn
141
- (5 )
_ —14i
- |- (50))
_ —1+i <[]
2
V2
= 77«71
= Tn+l-

@ L,, est donc la somme des n premiers termes de la suite géométrique (r,,). Ainsi,

L, = m+--+mr,
1— (ﬁ)n
- 82— L
=8 1— vz
2
n
2
@ On sait que lim (£> =0, donc
n——+o0o 2
_ 8v/2

16v2

2 -2
16v2

V2(vV2-1)
16

V2 -1

16 (V2 +1)

21
- 16(\/§+1).




