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Exercice 1 : (2 points) /
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nombre de colonnes de la seconde.
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C(—1x(-1)+3x(-1)+(-1) x1
_<2><(—1)+(—2)><(—1)+1><1

<0><1+(—2)><
—2x 1+ (=1) x (=2)

(-1)x1+3x1+(-1)x(-1)
2x14+(=2)x1+1x(=1) )

).

~» Ce produit ne peut étre calculé car le nombre de lignes de la premiere matrice est différent du

(—2) 0x0+4(—2)x(-1)

—2x0+4+(-1)x (—1))

—
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Exercice 2 : (2 points) /

R |
801tA_(_1 1).

Initialisation : Pour n =1, on a : (

P(n + 1) est vérifiée.

At Ax A"

9 53¢ BN
—2 x 2n—1
2TL
_2”

7/ N 7 N -7 N -7 N

P(n+ 1) est donc vraie.

n > 1.

Pour tout entier naturel non nul n, on considére la proposition P(n) : « A" = (
1-1
_21—1

Par hypothese de récurrence, on a : A" = (

1 -1
-1 1
Ix2r 1 —1x (=271

—1x 2" 41 x (=271 —1x (=271 41 x2n !

2n
»)

Conclusion : Selon le principe de récurrence, on peut déduire que P(n) est vraie pour tout entier naturel

2n71 _2n71
7271—1 2n—1 > ».

—apr=t 1 -1
511 > = ( 11 > = A. Ainsi, P(1) est vraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel non nul. Supposons que P(n) vraie pour un certain n et montrons que

2n71

_on—1
_on—1 2 ) Ainsi,

2n—1

_2n71
2n—1 )

2n71
7271—1

I x(=2""1)—1x2nt

—2 x on—1
2 x on—1
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Exercice 3 : (3 points) /

4y = —1 -
{Sx—i— Y = AX:B,avecA:<§ _41>,X:<‘;> etB:(21>.

9T —y = 2

det(A) =3 x(-1)+4x5=-3-20=-23.

1 4
) 1 1 — 33 o3
Etant donné que det(A) # 0, A est inversible et A1 = det(A) (_é 34> = (253 jé) .
23 23
Ainsi,
14 7
Y- Alp— 23 23 -1 _( =
5 _3/\2 -a)
23 23 23
P 6 t, x = ty = 11
ar conséquent, £ = ;o ety = —oo.
T+2y+32 =6 1 2 3 x 6
2 -2 —32 =-6 < AX=DB,avecA= |1 -2 —3|, X=|y|etB=|-6

ty—2 =0 11 -2 2 0

En utilisant la calculatrice, on obtient : det(A) = 14. Or, det(A) # 0, donc A est inversible.

Des lors,
1 1
5 5 0 6 0
_A-1p _ 1 B 3 _ | 12
X=A"B=|-q —u 7 |[|-6]l=|F
3 1 2 6
a1 7/ \0 7
p 12 6
Par conséquent, x =0, y = Ea et z = 7

Exercice 4 : (3 points) /

Soit n un entier naturel et M une matrice de dimension n. On dit que M est nilpotente de rang p si MP =0,
et MP~1£0,.
En utilisant la distributivité, on obtient :

(In—B)(I,+B+B*+ ...+ BP Y

- I’+I,B+I,B>+...+I,BP'-BI,-B*-B3—... - B
= I+ B+ - +B*-BF-B¥_pB¥_..._BP*_BP car, pour tout i>0,I,B' = B
= I,— B

= I,. Car la matrice B est nilpotente d’ordre p.

Idem,

(In+B+B*+---+ B 1) (I, — B)

= I’4+BI,+B*I,+---+B'I,-BI, -B*-B>— ... - B°
= In—i—B/—i—---—i—BJ’”l’—E—BZ—Bg—---—Bpfl'—Bp car, pour tout i}O,BiIn:Bi
= I,-B°

= [,. Car la matrice B est nilpotente d’ordre p.

Il existe alors une matrice C = I,, + B+ B2 + .- + BP~! telle que (I, — B)C = C(I, — B) = I,.
Donc, la matrice I,, — B est inversible et (I, — B)_1 — Iy = T8 B B A oo L el

0 2 1
Soit A= |0 0 —1]|.En utilisant la calculatrice, on obtient :
0 0 0

0 0 -2 0 00
A2=(0 0 0 |etA>= |0 0 0] . Ainsila matrice A est nilpotente de rang 3.
0 0 O 0 00




En utilisant la question précédente, on obtient :

(Iz—A)™ = I+A+ A2

100 0 2 1 0 0 -2
= (01 0]+f{0 0 —-1]+1(0 0 O
0 01 00 O 00 O
1 2 -1
= (0 1 -1
0 0 1

—

Exercice 5 : (4 points) / |

1 2 1
On considere la matrice A: A=10 —1 2
1 0 1
2 0 6 8 4 8
En utilisant la calculatrice, on obtient : A2 =2 1 0|etA3=[2 3 4
2 2 2 4 2 8
L’utilisation de la question précédente entraine :
8 4 8 2 0 6 1 2 1
A3 —A%2 24 = [2 3 4| -2 1 0)]-2]0 -1 2
4 2 8 2 2 2 1 0 1
6 4 2 2 4 2
= 0 2 4]—-10 -2 4
2 0 6 2 0 2
4 00
= 0 40
0 0 4
415.

1
Ona:A®— A’ —24=dL & (A -A-24) =1
En factorisant, on obtient :

d’une part, A (le[A2 —A- 2[3]) = I3 et d’autre par (le[A2 —A- 2I3]) A=1Is.

1
Il existe alors une matrice B = 1 [A%2 — A—2I3] telle que AB = BA = I3. Ainsi, la matrice est inversible

1
et A7l = Z[AQ — A — 2I3]. Des lors,

1'206 1 2 1 1 00
A*1:1210—0—12—2010
\2 2 2 1 0 1 00 1
1’1f25 2.0 0
:122—2—020
\1 2 1 00 2
-1 -2 5
1




Par conséquent, A~ =

Exercice 6 : (5 points) / \

On considére les deux suites (uy) et (v,) définies par leur premier terme ug = 2 et vo = 1 et, pour tout
entier naturel n, par les relations suivantes :

Up41 = duy — 6vy,
Un+1 = Up — Up

Il est assez aisé de voir que :

{ Unp+1 = 4un B 61}” = Un+1 = AUna avec Un+1 = <un+1>7 4= (4 _6> ot Un N <un>
Un+1 = Un — Up et P "

Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P(n) : U, = A"Uy.

— Initialisation : Pour n = 0, on a : A°Uy = I,Uy = Uy. Ainsi, I'initialisation est réalisée.

— Hérédité : Soit n un entier naturel, on suppose que P(n) est vraie pour un entier naturel n et
montrons que P(n + 1) est vérifiée ?
Par hypothese de récurrence, on a : U, = A"Uj.
AiDSi, Un+1 = AUn =Ax AnU[) = An+1U0.
L’hérédité est alors vérifiée.

— Conclusion : Selon le principe de récurrence, on déduit que pour tout entier naturel n, U, = A"Uj.

3 2
On pose P = <1 1>.

@ On sait que : det(P) =3 x1—-2x1=1.
Or, det(P) # 0 donc P est inversible et pP1l= ; L =2\_(1 =2
’ T det(P)\-1 3 ) \-1 3 )"

@ Il est assez aisé d’effectuer le produit suivant et le vérifier avec la calculatrice :
D = P'AP
_ 1 =2\ /4 —6\ (3 2
\-1 3 1 —1/\1 1
_ 2 =4\ (3 2
- \-1 3 11
(20
~\0 1)
@ Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P’'(n) : A® = P~1D"P.
— Initialisation : Pour n =0,ona: P~'D°P = P~ 1L,P =P 1P =1, = A"
Ainsi, P’(0) est vraie.

— Hérédité : Soit n € N. Supposons que P’(n) est vraie pour un certain n et montrons que
P'(n + 1) est vérifiée.
AL = AmA
= PD"P'PDP!
——
=I
= pp"tpL

L’hérédité est alors vérifiée.




— Conclusion : Selon le principe récurrence, on déduit que la proposition est vraie pour tout
entier n > 0.

n n
On sait que : D" = (20 191) = (20 (1)) De plus, U,, = A"Uy. Autrement dit,

eI a0
e
-

En conséquence, (u,) et (vy,) sont des suites constantes.

—




