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Corrigé : Devoir Maison n°1

) Exercice 1 : (5 points)
z—1
z—1

On définit une fonction f de C\ {i} dans C par : f(z) =

1. Supposons qu’il existe un nombre complexe tel que : f(z) = 1. Ainsi, pour z € C\ {},

z—1

z—1
= —1=—i.
Absurde. En conséquence, 1 n’admet aucun antécédent par f.

2. Déterminer I'antécédent de ¢ par la fonction f revient a résoudre 'équation f(z) = i. Ainsi,
pour z € C\ {i},

—
T i e 2—1=i(z—14)
zZ =1
&S z—1=4z+1
&S oz — 9z =2
- 2
Z:
1 —2
2(1 + )
@ =
T e
&S z=1+1.

On déduit alors que 1 + ¢ est 'antécédent de ¢ par f.

3. En posant z = x + iy, on obtient :

. oz tay—1
flotiy) = o
_ r—1+ay

ozt (y— 1)

(z—1+iy)(z — (y — 1)i)
(4 (y — 1)i)(x — (y — 1)i)
?—z(y—1)i—x+ (y—1)i+iyx +yly—1)

x?+ (y — 1)
@y -y tilc+y—1)
B 2?4 (y — 1) '

—1
%ZO¢>I+:U—1:O&VGCCL’%OGJC:U%1.

Des lors, 'ensemble des points M d’affixe z vérifiant Im(f(z)) = 0 est la droite d’équation
x +1y— 1= 0 privée du point d’affixe 1.

4. f(z) eR< Im(f(2)) =0<

2+yP—zc—y

5. f(z)est imaginaire pur < Re(f(z)) =0 < =0 2*+y*—z—y =0 avec

2+ (y —1)?
x#0ety#1.
: S 1\? 1\? 1
Par ailleurs, 2+ y* —x —y=0< 55_5 + y—§ =3

En conséquence, I'ensemble des points M d’affixe z vérifiant Re(f(z)) = 0 est le cercle, de

1 4 1
centre C (— + —) et de rayon —, privée du point d’affixe 1.
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) Exercice 2 : (5 points)
Pour tout nombre complexe, 2z, on pose

f(z) = 2* — 102° + 382% — 902 + 261.

1. z est solution de I'équation f(z) = 0, alors f(z) = 0. Des lors, par linéarité du conjugué, on
obtient :

24— 10234+3822—-902+261 =0 < z*—10z2+3822 —-90z+261 =0
< f(z) =0.

Ainsi, Z est bel et bien une solution de '’équation f(z) = 0.

2. Pour tout réel b, on a :

f(bi) = (bi)* — 10(bi)* + 38(bi)* — 90bi + 261
= b4 100% — 38b% — 90bi + 261
= b4 106% — 38b% — 90bi + 261
= ' — 38b* + 261 + (106> — 90b).

Ainsi, Re(f(bi)) = b* — 38b + 261 et Im(f(z)) = 10b> — 90b.
3. Pour déduire les solutions imaginaires pures, il suffit de résoudre I’équation f(ib) = 0. Ainsi,
bt — 38 + 261 =0

bt — 3862 + 261 + (106> — 90b) = 0 <
( ) 1063 — 90b = 0

10b6(b? — 9) = 0
{64 — 3802 +261 =0

{b4 — 3802 +261 =0

106(b—3)(b+3)=0

bt — 38b% +261 =0
10b=0oub—-—3=0o0ub+3=0
bt — 38b% +261 =0
10b=0oub=3o0ub=—3.

Par ailleurs, on remarque que : 3* — 38 x 3% + 261 = 0 et (—3)* — 38 x (—3)? + 261 = 0.
En conséquence, f(3i) = f(—3i) = 0. Autrement dit, —3i et 3i sont deux solutions purement
imaginaires de 1’équation f(z) = 0.
4. Par développement, on a :
f(z) = (Z2+9)(*+az+p).
= 2+ +822+922+ 902+ 95
= '+ a2+ (B+9)2% +9az + 96.

Des lors, par principe d’identification des coefficients, on obtient :

a=—10 a=—10
9=38 =38-9 = —10
B+ = =G @{04
9a = —90 a = B8 =29
_ _ 261
95 = 261 =

En conséquence, il existe en effet deux réels a et 8 permettant la factorisation ci-apres :

f(2) = (22 + 9)(2* — 10z + 29).



) Exercice 2 : (suite)

5. Résoudre dans C ’équation f(z) = 0 revient a résoudre dans C I’équation produit nul :
(22 +9)(2* — 102 4+ 29) = 0.

Or, un produit est nul si au moins I'un de ses facteurs est nul, donc 2249 = 0 ou 22—10z+29 = 0.
Par ailleurs le discriminant de 1'équation (E) : 2% — 10z + 29 = 0 est égal a :

A=0%—4ac=(—10)> =4 x 1 x 29 =100 — 116 = —16.
L’équation (E) admet alors deux solutions dans C :

10 —iv16 , 10 + v 16
=———=5-2t et y=—--—

= 27
5 5 5+ 21

z3

Par ailleurs, dans la question 3, nous avons prouvé que —3i et 3i sont deux solutions de f(z) = 0,
ce sont en effet les solutions de I’équation z? + 9 = 0.

Par conséquent : S = {—3i;3i;5 — 2i; 5 + 2i}.
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