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) Exercice 1 : (3 points)

1. Raisonnement par disjonction de cas. Soit p un entier naturel.
Sin = 4p, alors i = ()2 = (-1)* = 1.
Sin =4p+ 1, alors 4P = % x § = 4.

Sin=4p+ 2, alors i*P*2? = % x 2 = —1.
Si n =4p+ 3, alors i*P*3 = i x % x i = —i.
2. Soit p € N.
1
(a) Onsait que : 1 +7+4>+--- +4" = — Ainsi,
Z —
.4p+1 _ 1 .4p >< . _ 1
sin=dp, alors 1 +i+i%+ -+ = 1 - — =1
i— i—
21 w21 -2
Sin:4p—|—1,alorsl+z'+i2+---+z'4p:Z, ! ,Z = - =143
2—14+3 2—41 , 1—1
k3 _ 1 b B 1 i1
Sin:4p+2,alorsalors1+i+z’2+---+i4p:Z, _ ! ,Z — ,Z =3
s z—14 4@—1 1—1
PTE — ] P Xt — 1 1-1
sin:4p+3,alorsl+i+i2+---+i4p:Z, _! .Z = - = 0.
7 — 1 71— 1 71— 1
n(n+1)
(b) On sait que : 1 x i X 42 x -+- x " = ¢ P2t =4 2 Ainsi,
8p(8p + 1)
si n = 8p, alors i 2 = @D = ()PP _
8p+1)(8p+2)
sin=38p+1, alors i 2 — Z‘(8p+1)(4p+1) — Z’32p2+12p+1 _ (Z'4)8p2+3p X i =1
(8p+2)(8p + 3)
sin=38p+2, alors i 2 — i(8p+3)(4p+1) — ,l'32p2+20p+3 _ (Z-4)8p2+5p X i3 = —i;
(8p+3)(8p+4)
sin = 8p+ 3, alors i 2 — (PP — (324246 — ()P e g,
(8p+4)(8p + 5)
sin = 8p+4, alors i 9 — ;(8p+5)(4p+2) _ ;32p°+36p+10 _ (,L'4)8p2+9p x 0 = —1;
(8p+5)(8p + 6)
sin = 8p+5, alors i 2 — ;(®p+5)(4p+3) — 2‘32p2+52p+15 — (Z-4)8p2+13p w15 — —i;
(8p+6)(B8p+7)
sin = 8p+6, alors i 2 — i(8p+7)(4p+3) — Z’32p2+52p+21 — (i4)8p2+13p x 2l = i
(8p+7)(8p +8)

sin=8p+7, alors i 2 — §(Bp+T)(dp+4) _ ;32p°+60p+28 _ (i4)8p TP 28
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) Exercice 2 : (7 points)

Dans cet exercice, on cherche a résoudre une équation (E) : 23 + ax?® + bz + ¢ = 0, avec a, b et ¢ trois
réels.

1. On pose X =z + %. Des lors,

(B) & (X—9>3+a(X—9>2+b<X—9>+c=0

3 3 3
= 2 a\3 2 a? ba
e X343x2x 2 3Xx(—9) (——) X2 fax+ 8 rx L0
+ 3+ 3 =+ 3 +a 3a —|—9 + 3+c
. 3 2 a® ba
e XPoax?+ix_ Y s fex+ L vx -2 =0
ax g o7 T @At gt g e
a? 1 2 ba
s X4+ —X b——a? | X + —a® — — =0.
+3 +< 3a) —1—27@ 3+c
1
p:b__a’27
Ainsi, _23 ba+
1=7% ~ 3 ™°¢

2. (a) On pose X = u + v. Ainsi,

X4+ pX+q = (utv)+plutv)+g
= u®+v® + 3w +u) +plu+v)+gq
= —q+3x L(u+v)+pu+v)+g
= 0.
ud + v = —q,
Par conséquent, X est en effet une solution de (E’) lorsque D
u

H{ = ——

3
U+V=ul+v3=—¢

(b) En Posant U = u® et V = v*, on obtient : - 5 p\3 P
— x — — = —_—
(wx v)* = 3) 27
ud + 13 = —q, U+V =—q,
Ainsi, Résoudre le systeme P revient a résoudre P
BN U= =5 UxV=—-=—
3 27
(c) On sait que U et V sont les deux racines du trinéme x? — (U + V)z + UV. Autrement
3
dit, U et V sont les deux racines du trindme, 22 + qz — % (%)

4p3  27¢% + 4p3
Le discriminant du trindme () est égal & : A = b? — dac = ¢*> + o _ 2l ey

271 2T
—q— VA — A
Lorsque A > 0, ce trindme admet deux racines : U = qT\/_ et V = %_

(d) On sait que X = u+ v = VU + v/V est une solution de (E’). Autrement dit, lorsque

f/_q_zﬂW/_QZﬂ

A >0, est une solution réelle de (E').







