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Bnftilen ¢ I. Nombre dérivé

N ; Considérons la courbe représentative C d’une fonction f, et un point
Aa; f(a)).

Considérons ensuite un point M (a + h; f(a + h)) ot h € R, et la droite D
passant par A et M

Le coefficient directeur de cette sécante est appelé le taux
d’accroissement de f entre a et a + h; d’apres la formule vue en classe
de Seconde, il est égal a :

yu —ya _ fla+h) = f(a) _ flath)—f(a)

Ty — TA (a+h)—a h
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Ainsi, le taux d’accroissement de f entre a a a + h se rapproche du

fla+h) —f(a)

lim
h—0
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Si M se rapproche de A, c’est-a-dire si h se rapproche de 0, alors la droite
D se rapproche d’une droite 7 (en vert ci-dessous) qui « frole » C et qui la
coefficient directeur de 7. On dit que la limite du taux d’accroissement
quand h tend vers 0 est égal au coefficient directeur de 7, et on note :

touche au point A.




Dérivation et ses Déﬁnition

applicat

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, et soit a € I.
On définit le nombre dérivé de f en a comme étant le nombre noté
f'(a) tel que :
B) —
) — i LW = I(0)

h—0 h

Exemple 1 : La fonction carré

Posons f(z) = 22, et calculons le taux d’accroissement de f entre a et
a + h, ou a est un nombre quelconque et h > 0 :

fla+h) —f(a)

h
(a—f—h)Q—a2

h
A+ 2ah+ B2 — A
=
_ Jf(2a+h)

J

=2a+ h.

Ta(h) =

Ainsi,
f/(a) = lim (2a 4+ h) = 2a 4+ 0 = 2a.
h—0

Quelle que soit la valeur de a, le nombre dérivé de 22 en a est f'(a) = 2a.
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Exemple 2 : La fonction cube

Posons f(z) = 23, et calculons le taux d’accroissement de f entre a et
a + h, ol a est un nombre quelconque et h > 0 :

(a+b)® = a® +3a%b + 3ab? + b3

flat+h) - f(a)

a h) =

ro() 5
_ (a+h)3 —a?
B h
_/a:g+3a2h+3ah2+h3 — %
B h
(342 4 3ah + h?)
= 3a? 4 3ah + K2

Ainsi,

f'(a) = lim (3a2 4 3ah + h?) = 342

h—0

Quelle que soit la valeur de a, le nombre dérivé de 22 en a est f/(a) = 3a2.




Exemple 3 : La fonction racine carrée
Posons f(z) = /z. f est définie sur [0 ; +oo].

ro(h) = \/a—i— Va+h—+a
\/a—i— \fX\/a,—&-h,—&-ﬁ
h Vath+ya
_ (Vath-va)(Vath+a)
h(Va+h+/a)
_ (Vath)?® - (va)®
~ h(Vath+a)
_ a+h—a
~ h(Va+h+Va)
_ /
_}{(\/a—l-h-l-\/a)
1
T Vath+va
1 1 .
Ainsi, f'(a) = f}l—% (m) = m. Quelle que soit la valeur de a

1
2\/a’

supérieure strictement & 0, le nombre dérivé de /z en a est f/(a) =
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Exemple 4 : La fonction inverse
1

Posons f(z) = —. Cette fonction est définie sur R\ {0}.
T

a _ _a+h
_ a(a+h) a(a+h)
h
a—(a+h)
a(a+h)

Ainsi,
1 1
(@) =lim [——— ) = ——.
fa) 50 ( a(a + h)) a?

1
Quelle que soit la valeur de a € R\ {0}, le nombre dérivé de — en a est
z

f(a) = - .




II. Interprétations du nombre dérivé

En physique : Imaginons un corps en chute libre, laché sans vitesse

initiale. La distance qu'il parcourt en t secondes est égale & d(t) = 5t2. Sa
vitesse moyenne entre deux instants ¢1 et t2 est :

_ d(t2) —d(t)

tog — to

distance . Ad L. -
car, v = — . On peut aussi noter : v = — , « A » désignant ici la
temps At

variation (et non le discriminant).

La vitesse instantanée est la vitesse & un instant donné. Ainsi, la vitesse
instantanée a 'instant ¢ peut étre vue comme étant égale a

lim d(t+ h) — d(t)
h—0

Le nombre dérivé peut donc étre pergu comme une vitesse instantanée.
En économie : On définit le cotit marginal de production comme le
colt supplémentaire induit par la derniére unité produite. Si C' représente
le cotlit total, on note Cy, le colit marginal associé. Le coit marginal sert a
évaluer g’il est rentable d’accepter une commande supplémentaire. On peut
alors exprimer le colit marginal par :

, donc égale a v'(t).

C(z+ h) — C(x) - lim C(z+h) — C(z)

= lim —— Y= %
Cm(@) = lim, (z4+h)—z h—0 h

On s’apercoit que le cott marginal n’est rien d’autre que le nombre dérivé
du cout total.
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(a) passant par le point de coordonnées (a; f(a)).
a C au point d’abscisse 1

Soit C la courbe représentative d’une fonction f définie sur un intervalle I.
On appelle tangente 4 C au point d’abscisse a la droite de coefficient
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Dérivation et

Propriété
Soit C la courbe représentative d’une fonction f définie sur un intervalle I.
Soit a € I.

L’équation réduite de la tangente a C au point d’abscisse a est :

y=f"(a)(z — a) + f(a).

Démonstration
Par définition, le coefficient de la tangente est f/(a) donc I’équation réduite
de la tangente est de la forme :

y=Ff'(a)z+p.

On sait de plus que le point de coordonnées (a;f(a)) est sur C donc ses
coordonnées vérifient 1’équation :

fla)=f'(a) x a+p
donc :
p = f(a) — af'(a).
Ainsi, I’équation réduite de la tangente est :
y = f'(a)z + f(a) — af'(a)

soit, en factorisant une partie du second membre par f’(a) :

y = f'(a)(z — a) + f(a).



EEnGaeietl V. Fonction dérivée

applicat

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On définit la fonction dérivée de f comme étant la fonction :

froz— fi(x)

ou f/(z) est le nombre dérivé de f en z.

Si f/(z) est définie sur un intervalle J inclus dans I alors on dit que f est
dérivable sur J.

Propriétés : Quelques dérivées usuelles
® Si f(z) = 22 alors f/(z) = 2z sur R.
® Si f(z) = 22 alors f/(z) = 322 sur R.
® Si f(z) = Vz alors f/(z) = 2—\1/5 sur |0; +oo] (la fonction n’est pas
dérivable en 0).
o Si f(z) = i alors f/(z) = —1—12 sur | — 00; 0] et sur ]0; +o0].]

@ Si f(z) = 2", n € Z, alors f/(z) = nz" 1.
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Soit la fonction z — g(az + b), ol a et b sont deux nombres réels.
Alors, sa fonction dérivée est :

x —> ag’(azx + b).

Exemples :

® f(z) = +/—5z + 20, définie sur | — oo;4].
Ici, g(z) = vz et f(z) = g(—5z + 20).

1
g (z) = NG donc f/(z) = —5¢'(—5z + 20) soit :
fl(z) = 5 définie sur | — oo; 4[
- 2y/=5z+20° T
1
= ———, défini R\ {-3}.
o f(z) 4x+12’de nie sur R\ {-3}

Ici, g(z) = é et f(z) = g(4z + 12).

1
g'(z) = ——; donc f'(z) = 4¢'(4z + 12) soit :
T

4

fl(z) = RCTESTER définie sur R\ {—3}.




V. Fonction valeur absolue
Définition
Pour tout réel z, on définit la valeur absolue de z, et on note |z|, par :

r siz>0
|z = )
—zr siz<O0.

Exemples
®|—5 =5car —5<0.
® 3| =3car3>0.
® 0] =0.

® 7| =mcar > 0.

Courbe représentative
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Propriété
Soit f(z) = |z|. Alors,

-1 siz<O
/ _
f(x)_{l siz>0

et f/(0) n’existe pas.

Remarque
On dit que la fonction n’est pas dérivable en 0.

Démonstration
D’apres la relation (z")" = nz , on sait que la dérivée de z +— z est
z+— 1, et cellede z+— —z est z+— —1.

n—1

Or, si 2 < 0, |z] = —z donc sur | — 00;0[, la dérivée de = — |z| est celle de
T — —z, c’est-a-dire z — —1.

De plus, si > 0, |z| = « donc sur |0; +oo[, la dérivée de z > |z| est celle
de z — z, c’est-a-dire z — 1.

Le nombre dérivé de z — |z| & gauche de 0 est donc égal & —1 alors que
celui a droite de 0 vaut 1. Ainsi, en 0, il n’y a pas le méme nombre dérivé a
gauche et a droite :

f7(0) n’existe donc pas.




VI. Opérations sur les dérivées

Propriétés : Formules usuelles
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle 1.
© (ku) = ku'
o (utv) =u +.
® (u—v) =u —.
o (w) =vv+ uw'.
u u'v —w’
o (M) =¥

v

Exemples

® Produit d’un nombre et d’une fonction : f(z) = 3z2. On pose alors
u(z) = 22 et k = 3. Comme v/(z) = 2, on a :

f'(z) = 3 x 2z = 6.

e Somme : f(z) = 423 4 522 + 3z + 1. Pour calculer f/(z), on calcule la
dérivée de chaque terme :
(@) = (42®) + (5¢%) + (32)" + (1)
=4x327 +5x22+3x1+0
= 122% + 10z + 3.
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e Différence : f(z) = 8z° — 5x2. Pour calculer f/(z), on calcule la dérivée
de chaque terme :

f'(z) = (82°) — (52%)'
=8x5z'—5x%x 2z

= 40z* — 10z.

® Produit de deux fonctions : f(z) = (3z + 1)v/2z + 5. On pose :

u(z) =3z +1 v(z) =+v2z+5
u'(z) =3 o (z) = 2 _ 1
2V22+5 V2 +5
Droti: F2)=3x VIz T 5+ (Bo+1) x ————
V2z+5
3z+1
73\/m+\/ﬁ
32z +5x2r+5+ (3z+1)
B V2z+5
32z +5)+3z+1
B V22 +5
9z + 16

V2z¥5




_ 322 — 5142

pr . On pose :

® Quotient de deux fonctions : f(z)

u(z) = 322 — 5z + 2 v(z) =243
u'(z) =6z —5 V(z) =1

D’ou,

(6z —5) x (x4 3) — (3z%> — 5z +2) x 1
(z + 3)2
6z + 18z — 5z — 15 — 322 + 52 — 2
(z+3)?
322 + 18z — 17
(x4 3)2

/@) =

Remarque :

On ne développe pratiquement jamais le carré au dénominateur ; nous
verrons que cela a une utilité dans le paragraphe « Applications de la
dérivation ».




Démonstration
Calculons le taux d’accroissement de la fonction uv en a :

_ (w)(a+h) - (uv)(a)

7a(h) -
_ u(a+ h)v(a+ h) — u(a)v(a)
h
_ u(a+ h)v(a) — u(a)v(a)—u(a + h)v(a) + u(a + h)v(a+ h)
h
To(h) = [u(a+ k) — u(a)]v(a) + u(a + h)[v(a + k) — v(a)]

h
= Mv(a) + u(a+ h)

u(a + h) — u(a)

v(a+ h) —v(a)
—

v(a+ h) — v(a)

Or, limp, o = u'(a), limp—o h ='(a)
et limy_,o u(a + h) = u(a).
Ainsi,
lim 74(h) = v/ (a)v(a) + u(a)v'(a).
h—0
Donc,

F(@) = (@)o(2) + u(@) (2).
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VI. Applications de la dérivation

Propriété
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

® f est strictement croissante sur I <= f/(z) > 0 pour tout z de I.

® f est strictement décroissante sur I <= f/(z) < 0 pour tout z de I.
Conséquence : Pour étudier les variations d’une fonction, il suffit
d’étudier le signe de sa dérivée.
Exemples
Soit f(z) = 322 — 522 + 4z — 1. Sa dérivée est : f/(z) = 922 — 10z + 4. C’est
un polynéme de degré 2, dont le discriminant est :
A=(-102-4x9x4=-44<0.
Ainsi, f'(z) est du signe du coefficient de z2, c’est-a-dire ici positif.

vz € R, f'(z) > 0 donc f est strictement croissante sur R.
Définition
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Soit a € I.
On dit que f admet un extremum local en a si f/(a) = 0 et si, pour
h#0, f'(a—h) et f'(a+ h) n’ont pas le méme signe. Cet extremum local
peut étre :
f'(z) <0 pourz<a
f'(z) >0 pourz>a’

Extremum local

® un minimum si {

f'(z) >0 pourz<a
f(z) <0 pourz>a’

® un maximum si {



Dérivation et ses
applicat

lre Sp¢ Iath

Extremum local

Exemples

Considérons la fonction f(z) = —2x3 — 2022 + = + 2.
Sa dérivée est : f'(z) = —6x2 — 40z + 1, dont le discriminant est :

A= (—40)2 —4 x (—6) x 1 =1624 > 0.

f'(z) admet donc deux racines distinctes :

—20 + /406

T =

T2 =

—20 — /406

6 6
On déduit alors le tableau de variations suivant :
z — 69 _20_6m —20+6\/W 400
f'(z) - 0 + 0 -
f(@1)

/() T

f(z2)

/

\

Jf(z1) : est un maximum local.
f(z2) : est un minimum local.
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