%° Fonctions trigonométriques
L 4

Classe : Tle Spé Maths Lycée : Evariste Galois

CExercies s |
Soit f la fonction définie pour tout réel x par : On considére la fonction définie sur R par :
f(x) = (cosz + sin:zc)2 + (cosz — sina:)2. f(z) = cos® z cos(3z).
Développons f(z) : — Montrons d’abord que f est w-périodique.
3
f(z) = (cosz + sinav)2 + (cosz — sinav)2 flz+m) = [cos(z + )] cos (3(z + 7))
= cos? x4 2 cos wsinz + sin® x + cos® x = [ —cosz] ? cos(3z + 3)
— 2coszsinz + sin® z = —cos® x cos(3x + 1)
= 2(cos? x + sin® x) = —cos’ z( — cos(3z))
=2x1 = cos® z cos(3z)
=2 fl@+m) = f(z)
Donc f est m-périodique.
On peut donc réduire l'intervalle d’étude a un
| Exercice n°2 _ . . T
— ) intervalle d’amplitude 7, par exemple —5; 5] .
Clo dtiinils o oo Jf oo : — Montrons que f est paire. D’abord, le domaine
o) = cos T de définition de f est centré en O.
1+sinx’ De plus, f(—z) = [cos(—x)]gcos(—?»x)
1. f(x) est défini quand 1 + sinz # 0. = [cos 96]3 cos(3z)
Or, 1 +sinz =0 <= sinz = -1 < z = = cos®  cos(3z)
b
-3 + 2km, k € Z. o f(—x)‘ = f(z).
Ainsi, le domaine de définition de f est Ainsi, f est paire.

szR\{—g—i—ka,keZ}.

Exercice n°4

On considére la fonction définie sur R par :

2. On sait que cos(z + 27) = cosz et sin(z + 27) =
sinz. Par conséquent, f(z + 27) = f(z).

Ainsi, f est 27-périodique. f(x) = sin® z cos(3x).
3. f est de la forme E, avec u(x) = cosx et v(x) =
1+sinz. v — Montrons d’abord que f est m-périodique.
Ainsi, f/ est de la forme o — u’ avec u'(z) =
o , v N f(z+m) = [sin(z + )] % cos [3(z + )]
—sinz et v'(z) = cosz. s
= [—sinz]” cos(3z + 3m)
. . 2
f(z) = — sima(fl 4+ St z) — cos®z = —sin® x cos(3z + )
(1+sinz)? .3 5
—sinz — sin? 2 — cos® - w[ — cos( x)]
= @ )P = sin® 2 cos(3x)
_ —sinz — (sin® x 4 cos? x) flatm)=f(x).
-
. (15 st ) La fonction f est donc 7-périodique ; on peut donc res-
f(z)= _smx—.—i—lw treindre lintervalle d’étude de f & un intervalle d’am-
(Ssinz) plitude 7, par exemple [—g; 72_r .
T 3 ) — Montrons que f est impaire. Le domaine de définition
Or, pour tout réel x € ] —3 g [, —1<sinz <1 de f est centré en 0. De plus,
. 3
donc 0 < sinzx +1 < 2. f(=a) = [sin(—x)]" cos(—3x)
De p]l;’S, (1 +sinz)? > 0 donc f'(x) < O sur _ [—sin:v]scos(?;:v)
m 3w
—50 5 L- = —sin” x cos(3x
] Sl in® z cos(3z)
Ainsi, f est strictement décroissante sur f(=z) = —f(z).
T 37 La fonction f est donc impaire; on peut donc ré-
99 |t duire Uintervalle d’étude précédent a sa moitié, donc &

b3
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PN 3 AD-S ™ ™ 1
On considére la fonction f définie sur ]_Z; 1 [ par : On considére la fonction f(x) = cosz — 1+ §x2.

@) = sinx + cosx L p ) Y )
= Snr—cosa . fl(x) = —sinx +x et f’(x) = —cosz + 1.
2. On sait que pour tout réel x,

U _ _
1. f est de la forme — avec : 1< —coszsd
v

. donc, en ajoutant 1 a chaque membre de cet encadre-
u(z) = sinz 4 cosx

ment, on a :
u'(x) = cosx —sinx 0< f(z) <2
v(z) =sinz — cosz Donc f”(x) > 0 sur R ce qui signifie que f’ est croissante
v'(x) =cosz +sinz sur R.
Ainsi 3. f/(0) = —sin0+40 = 0. Or, f’ est croissante sur R donc :
x —00 0 +o00
f'(z) f'(x) - 0 +

_ (cosx —sinz)(sinz — cosx) — (sinw + cosx)(cosz + sinx) f(z) T
_ 0

(sinx — cos x)?

—(sina — cosz)?—(sinx + cos x)? 1
= (sinz — cos )2 f(O)zcosO—l—!—i><02=1—1+O:0.

—sin x4 2sinacosz — cos? r— sin? & — 2sin x cos & — cof? Pes variations de f, on déduit que f(z) > 0 sur R, dont :

N — 2 1
(sinx — cosx) cosx—1+§x220

—2sin?z — 2cos?z

(sinz — cos x)? soit : .
~ —2(cos® z 4 sin” z) cosz > 1— 5952
(sinz — cosx)? ) )
_ -2 car cos®z +sin?a — 1. 5. Considérons la fonction g(z) = cosz — 1 + 53:2 - ﬂx‘l.
(sinz — cos x)? 1 .
Alors, ¢'(z) = —sinz 4z — 6x3 et ¢"(x) = —cosx+1—
Lo
—z° = —f(x).
2. On en déduit que f’(a:)<Osur]fE;z{(car —2<0et 2 @) L
4" 4 Ainsi, pour tout réel z, ¢”(z) < 0, ce qui signifie que ¢’

. 2
(sinz — cosx)* > 0). est décroissante sur R.

Ainsi, f est strictement décroissante sur }—%; % [ g'(0)=—sin0+0=0 d’ou :
a5 —00 0 +00
En sciences physiques, notamment en électricité ou en J'(x) + 0 -

acoustique, on rencontre souvent des fonctions f de la

forme : 9(z) / 0 \

f(t) = asin(wt + @)
ol o est appelé la phase et w. la pulsation. Par conséquent, g(x) < 0 sur R, ce qui signifie que :
— @l . 1 1
f(t) = asin(wt + ¢) donc : Cosxél—l—ias?—&—ﬂfl.

14y —
f(t) = axwcos(wt + ). 6. De ce qui vient d’étre fait, on peut écrire :
En effet, on sait que la dérivée de x — sinx est x — z2 z? ozt
Vee, 1——<cosex<1l——+ —.
cos . ) 2 o4
De plus, on sait que la dérivée de f(at+b) est af’(at+ T
b). En prenant x = 50’ cela donne :
. . . 2 2 4
Sur le méme principe, on a alors : o < cos K <1- m n T '
) 5000 50 5000 150000000
(1) = awx (—wsin(wt+¢) = —aw sin(wt+¢) = —w” f(t). "
Puisque ——————— < 107% on peut alors considé-
Ainsi, 150000000 -
rer qu’une valeur approchée de cos =0 a 1075 prés est
F(t) + W f(t) = —wf (1) + w? f(t) = 0. ?

1—
5000



On souhaite étudier la suite (u,) définie par ug = 1
et, pour tout entier naturel n,

Up41 = COS Up,.

1. Ecrire un programme Python permettant de cal-
culer tous les termes jusqu’a ugg.

On peut ainsi conjecturer que la suite converge.

2. Ecrire un programme Python permettant de cal-
culer tous les termes jusqu’a ce que la différence
entre deux termes consécutifs devienne inférieure
ou égale 4 1075, en affichant l'indice de chaque
terme.

3. La suite semble-t-elle monotone ?

On pose pour tout entier naturel n :
Up = U2n.

4. Exprimer v, en fonction de v,.

5. Montrer que la fonction f : x +— cos(cosz) est
croissante sur 0; 1].

6. Montrer par récurrence que pour tout entier na-
turel n, 0 < vp41 < v, < 1.

7. Déduire alors que la suite converge. Donner alors
une valeur approchée de sa limite & 1076 prés.



