Classe : Terminale Maths Spé

Suites

Lycée : Evariste Galois

Exercice n°1

On considere la somme :
n
Sp=> kK =12+224+3"+...+ (n—-1) +n’.
k=1
Montrer par récurrence que :

n(n+1)2n+1)

" 6

Exercice n°2

Montrer par récurrence l'inégalité suivante, appelée in-
égalité de Bernoulli :

Ve>z—-1,z#0,Vn>1, (1+2)" >1+nz.

Exercice n°3

Démontrer que pour tout entier naturel n, 5 — 1 est
divisible par 4.

Exercice n°4

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel
n, 4™ + 15n — 1 est divisible par 9.

Exercice n°5

Démontrer que pour tout entier naturel n, 7 x 3" + 4
est divisible par 11.

Exercice n°6
Soit m un entier naturel non nul.
1. Montrer que n+1 est un diviseur de n3+n2+n+1.
2. En déduire deux diviseurs de 1111.

Exercice n°7

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel
n supérieur ou égal a 4, n! > n2.

1l faudra faire preuve d’initiative dans cet exercice.
On rappelle que n! =2 x3 x4 x---x (n—1) X n.

Exercice n°8

Montrer par récurrence ’égalité suivante :
" /n
Vn €N, ¥(a;b) ERxR, (a+b)"=)_ ( )akb”_k
k=0 &

appelée formule du binéme de Newton.

Aide : on pourra s’aider de la formule suivante :

Gr)+ (-0

Bl

Exercice n°9

On consideére la suite (u,)nen définie par :

’LL()ZO
1

— Uy,

un+1=2 5 Vn eN

1. Calculer ui, us et uz sous forme de fraction irré-
ductible.

2. Conjecturer la formule qui donne u,, puis la mon-
trer par récurrence.

Exercice n°10

On consideére la suite (u,,) définie par :

’lt(]=1
Upt1 = Up +2n+3 Vn € N

1. Etudier la monotonie de (u,).

2. (a) Démontrer par récurrence que pour tout en-
tier naturel n, u,, > n2.

(b) Déterminer alors la limite de (up,).

3. Conjecturer une expression de u, en fonction de
n puis démontrer la propriété conjecturée.

Exercice n°11

On donne ci-dessous le tableau de variations d’une
fonction f :

On définit alors la suite (uy)n>0 par son premier terme
ug = 0 et par 1’égalité u, 1 = f(u,) pour tout entier
naturel n.

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel
n, 0 < u, <5.

Exercice n°12

Pour tout entier naturel n non nul, on pose :

n
k 1 2 3
= GrmitatEtat

oukl=2x3x4x5x---x(k—1)xk.

1. Montrer que pour tout entier naturel k,

k 1 1

G+ K k+1)
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2. En déduire que pour tout entier naturel n,

2z 4+ 1
1 %)) = .
o1 1 flo) =2
1. Déterminer les variations de f sur [0;2].
Montrer alors 'implication suivante :
3. Calculer alors liIJ1r1 Sh.
n——+0o0

xz €[1;2] = f(x) € [1;2].

2. On considére la suite (u,) définie par :
Déterminer la limite des suites suivantes.

1 _ 3n+2 ug =1
o= g Uny1 = [ (un) Vn € N
n?>—3n+1
2. bp = n+7 Montrer que pour tout entier naturel n, u,, € [1;2]
3n—17 et que Uy < Upt1-
3. en = n2+1 3. En déduire que la suite (u,)n > 0 converge.

Calculer alors sa limite.

Déterminer les limites des suites suivantes.
n?+3n—2
n+1
v+ Up + 6

n = 5 Vn € N
2. v, = 4n—|—1. Untl Up + 2 "
V n+2

1. Montrer que si (u,) converge vers un nombre ¢
2yn+n-—3 e (un) Ve V 2
3wy = —rir—. alors £ est racine du polynome :
vn+1

Soit la suit (u,) définie par :

1. u, = ug =1

P(z)=2>+z—6.

2. Déterminer les racines de P. On les notera « et

Déterminer la limite de la suite (uy),>1 o B, avec a > f.
Up — @
Pour tout entier naturel n, on pose v, = ——.
u _ n+cos(n) Uy —
" n? ' 1. Montrer que la suite (v,,) est géométrique. On pré-

cisera alors son premier terme et sa raison.

2. En déduire la limite de la suite (uy,).

Soit a # g + 2km, k € Z. Calculer lim wu, dans les

n—-+oo
cas suivants. N . o
On considére la suite (un)p>o définie par

1 n + sin(n)
C Uy = ———=. =
n + cos(n) uo =3 A ) '
n t it n)n

Lo Uiy = U 7 vnenN © a suite (vn)n>0
2. u, = stmp(a). du,

n — 1

p=0

définie pour tout entier naturel n par : v, = ——.

T = 5
1. Montrer que (vy)n>0 est une suite arithmétique

dont on précisera le premier terme et la raison.

Déterminer les limites suivantes. P .
2. En déduire lim wu,,.

n? + sin(n) n—+4oo
1. lim ——~2
n—-+00 n—+1
—1)" — 3
9 lim D=

2
eres LR On définit la suite (u,,) pour tout entier naturel n par :

UO:1
1
un+1:§un+2n—1

Dans un repére orthonormé, construire sur l'axe
des abscisses les quatre premiers termes de la suite

(un)n>o définie par son premier terme ug = 10 et par 1. Calculer les 10 premiers termes de cette suite a l'aide de
la relation de récurrence u, 1 = /2 + uy,. la calculatrice ou d’un tableur. Que peut-on conjecturer

quant au sens de variation de (uy,)?



2. On pose v, = u, — 4n + 10.
(a) Monter que (v,,) est une suite géométrique que 'on
caractérisera.

(b) En déduire lexpression de v,, puis celle de u,, en
fonction de n.

n
(¢) On pose : S :Zuk:u0+u1+...+un.
k=0
Donner 'expression de S,, en fonction de n.

On considére la suite (u,) définie pour tout entier na-
Uug = 1

turel n par : 1 2
Un+1 = JUn — 5

— montrer que, pour tout entier naturel n, 0 <
< 3
u'n, =N 2

— établir que, pour tout entier naturel n, u,+1 =

U,

(c) La suite (uy) est-elle convergente ? Si oui, quelle est
sa limite 7

(d) Que peut-on dire de I’évolution & long terme de la
population de coccinelles avec ces hypotheses ?

Le but de I’exercice est de démontrer que I’équation :

(E) : erzi

2 3

1. Pour tout entier naturel n, on définit la suite (vy,)

admet une unique solution dans l’ensemble R des
nombres réels.
On pose pour tout réel x :

par : v, = u, + A, A € R. Déterminer le réel \ tel
que la suite soit géométrique.

2. Calculer alors lim wu,,.
n—-+oo

On sait tous qu’il y a des années a coccinelles et
d’autres sans!

On se propose d’étudier I’évolution d’une population
de coccinelles a ’aide d’un modéle utilisant la fonction
numérique f définie par :

f(@) = kz(1 - z),

k étant un parametre réel qui dépend de I'environne-
ment.

Dans le modele choisi, on admet que le nombre des coc-
cinelles reste inférieur & un million. L’effectif des coc-
cinelles, exprimé en millions d’individus, est approché
pour I’année n par un nombre réel u,, avec u,, compris
entre 0 et 1. Par exemple, si pour 'année zéro il y a
300000 coccinelles, on prendra ug = 0,3.

On admet que I’évolution d’une année sur I’autre obéit
a la relation u,+1 = f(uy), f étant la fonction définie
ci-dessus.

Le but de I’exercice est d’étudier le comportement de
la suite (u,) pour différentes valeurs de la population
initiale ug et du parametre k.

1. Justifier que si la suite (u,) définie précédemment
converge vers «, alors « vérifie la relation f(«a) = a.
2. Supposons ug = 0,4 et k = 1.
(a) Etudier le sens de variations de la suite (uy,).
(b) Montrer par récurrence que, pour tout entier n, 0 <
Uy < 1.
(¢) La suite (uy,) est-elle convergente ? Si oui, quelle est
sa limite 7
(d) Que peut-on dire de I’évolution & long terme de la
population de coccinelles avec ces hypotheses ?
3. Supposons maintenant uy = 0,3 et k = 1,8.
(a) Etudier les variations de la fonction f sur [0;1] et
montrer que f (%) € [0; %]
(b) En utilisant éventuellement un raisonnement par ré-
currence,

flx)=a—e"".

1. Démontrer que x est solution de (FE) si et seule-

ment si f(x) = 0.

2. Etude du signe de f.

(a) Etudier le sens de variations de la fonction
fsur R.

(b) En déduire que I'équation (FE) posseéde une
unique solution sur R, notée a.

(¢) Démontrer que « appartient a l'intervalle

o

(d) Etudier le signe de f sur Pintervalle [0; .

On pose pour tout réel z de lintervalle [0;1] :

1+x
g(z) = o

1. Démontrer que équation f(z) = 0 est équiva-

lente & I’équation g(z) = .

2. En déduire que « est l'unique réel vérifiant :

gla) = a.

3. Calculer ¢’(z) et en déduire que la fonction g est

croissante sur U'intervalle [0; a].

On consideére la suite (u,,) définie par :

Ug = 0
Unt1 = g(un) Yn €N

1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier

naturel 7 : 0 < u, < Up41 < Q.

2. En déduire que la suite (u,) est convergente. On

note ¢ sa limite.

3. Justifier I’égalité : g(¢) = ¢. En déduire la valeur

de /.

4. A T'aide de la calculatrice, déterminer une valeur

approchée de u4 arrondie a la sixiéme décimale.



