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Corrigés
Série d’exercices lasse : Tle Spé Maths Lycée : Evariste Galois
— Résolution : In(z? + 24+ 1) =In(z? — 2z + 1)
X = trtl=a-22+1
.In8—-In2 =1In 5 = In4 (que 'on peut aussi —3r=0
=z =0

mettre sous la forme 21n 2). . i .
0 € D donc l'ensemble solution de I’équation est

. In6+1In3 =1n(6 x 3) =In18.
S=10
) )

5
- In25-1n30 +In10=1In (@ S 10) =ln = 4. In(22? — 10z + 8) = In(322 — 3z — 18).
— Domaine de définition : il faut que
{2m2—10x+8>0

2
. In50+1n2—1In10=1In (501; ) —1n 10.

322 -3x—-18>0
. 3Ind — In256 = 3In(22) — In(28) = 6In2 —
ne- n (&) = I (2 . Le discriminant de 222 — 10z +8 est A = 100 — 64 =

8In2 =—-2In2. . 10-6 10+ 6
. 2In2 —In16+1n128 = 2In2 — In2% + In27 = 36 et donc ses racines sont 7 zletT=4.
2In2 -4In2+7In2=5In2. Le polynome est donc strictement positif sur | —
7. Ine?® = 2z. 00; 1[UJ4; +o0l.
Pt 2244 Le discriminant de 322 — 3z — 18 est Ay, =
- Ine —lIne =2z —4- (2 +4) = -8 9 + 216 = 225 et donc ses racines sont

3ne™!  3(z+1) 3x+3 3-15 _

_ S N N

" 2lnel~®  2(1-z) 2-2z

Le polynome est donc strictement positif sur | —
00; —2[U]3; +o0.
Le domaine de définition est donc D =] —
00; —2[U]4; 400

5. Résolution : In(22% — 10z + 8) = In(32? — 3z — 18)
. In(3z — 4) = In(2z + 1). <= 22° — 102 + 8 = 32 — 3z — 18
— Domaine de déﬁnition4 : il faut que e 22 4 Tr — 26 = 0.
3r—4>0 x> 3 Le discriminant de 22472 —26 est A = 49+104 = 153
{2 4150 soit L donc que donc il admet deux racines :
x -7—v1 — V1
z>—3 ﬁepetu¢pl
> ‘_l L’ensemble solution de I’équation est donc
3
— Résolution : In(3z —4) = In(2z + 1) <~ S — —7— V153
3r—4=2x+1 < z=5. 2
5> 3 donc ’ensemble solution est S = {5} 6. (Inz)? — 3lna + 2 — 0. Posons X — Ina.
. In(4 —2z) =In(z — 1). L’¢quation devient : X? — 3X + 2 = 0 et admet pour
— Domaine de définition : il faut que solutions X =1et X = 2.
4—-2x>0 soit T <2 done que Ainsi, Inz =1 ou lnz = 2, soit * = e ou = = €.
r—1>0 r>1 "’ L’ensemble solution est donc | S = {e ; 62}
1<z <2, ,
— Résolution : In(4 — 22) = In(z — 1) < 1. 2(Inz)* = 5lnz — 3 =0. Posons X =Inz.
5 L’équation devient 2X? — 5X — 3 = 0 et admet pour
4—2x:x—1<:>5=3w<:>x=§. . 1
5 solutions X =3 et X = —5
1 < — < 2 donc ’ensemble solution de I’équa- 1
3 Ainsi,Inz =3 oulnz = —=,soit z = e3 ou x = 7% =
i 5 ) 9 )
tlonestSz{—} 1
3 —
.In(z2+2z+1) =In(z? -2z +1). Ve
— Domaine de définition : il faut que L’ensemble solution est donc S = {63 ) 6_0’5}'

?+2+1>0

22 —-2x+1>0
Or, le discriminant de 22 + x + 1 est égal &
—3 donc ce polynéme est toujours strictement
positif. De plus, 22 — 2z + 1 = (z — 1)? donc
seul x = 1 ne convient pas. Le domaine de
définition est donc D =R\ {1}.

Résolution d’équations et d’inéquations.

1. — Pour résoudre ’équation In(5z — 1) = 2, il faut avant
tout trouver son domaine de définition.
In(5x—1) est défini pour tout réel x tel que 52—1 > 0,
1

soit x > —.
5
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Ainsi, le domaine de définition de l’équation est

7]

— In(5z — 1) =2 «= M0l = ¢?

e
— Hr—1=¢2
— Sr=¢e’>+1

e +1
< r =

— On vérifie que la valeur trouvée est bien dans le do-
maine de définition en en trouvant une valeur appro-
chée.

2
1
Par conséquent, S = {e + }

)
e "=5 <= In(e*) =In(5)
— —z =In(5)
1
— z=—1In(5) zlng
Par conséquent, S = {—In5}.

3. — Pour résoudre I'inéquation In(3z—1) < 0, il faut avant

tout trouver son domaine de définition.

In(3z—1) est défini pour tout réel x tel que 3z—1 > 0,
1

soit x > —.
Ainsi, le domaine de définition de 1’équation est
1
Js+<|
— In(Bz—1)<0 < e <e
= Jr—-1<1

In(3z—1)

— 3r <2
— T < g
3 2
— On trouve lintersection de lintervalle | — oo; g[ et
du domaine de définition %;+oo[. Par conséquent,
1 2
s=[33)
e K 2111( _””) < In(2)
< b—z< 1n(2)
— —zr<In(2) -
= r>5-—- 1n(2)
—1In

Par conséquent, S =15

(2); +oo[.

Résolutions d’inéquations.

1. In(5z 4 20) > In(3z — 9).
— Domaine de définition : il faut que
5z +20>0
3z—-9>0
Le domaine de définition est donc D =]|3; +o0].

, soit z > 3.

— Résolution : In(5z + 20) > In(3z — 9)
<5 +20>3x—-9
= 2z > -29
29
x> ——.
29 2
Notons U = ]—2; +oo[; alors, I’ensemble solution

de l'inéquation est U N D, soit S = ]3; 4o0].

— Domaine de définition : il faut que
8—2x>0 L Je<4 .
, soit , donc le domaine de
5z —25>0 x>5b
définition est | — oo; 4[U]5; +o00].
— Résolution : In(8 — 2z) < In(bx — 25)
<=8 —2x < 5r — 25
= 8+25 < b+ 2z
= Tz >33
= x> ﬁ
33 !
Notons U = }7; —l—oo[; I’ensemble solution de l’in-

équation est alors U ND, soit S =]5; +00[

2. In(z? + 1) < In(22% + = + 2).

— Domaine de définition : il faut que

z¢4+1>0 . .
, ce qui est toujours le cas car
2z 4+2+2>0

le discriminant des polynémes z2 + 1 et 222 4+ 2 + 2
sont strictement négatifs.
Le domaine de définition est donc R.

— Résolution : In(z? +1) < In(22% + = + 2)

24+ 1<222+2+2

=2’ +2x+1>0.
Le discriminant de 2% +xz+1 étant strictement négatif,
tout réel x convient.

L’ensemble solution de cette inéquation est donc S =
R.

3. In(22% — 3z + 1) > In(—522 + 8z — 3).

— Domaine de définition : les racines de 222 —3z+1

sont 1 et —;
2
1
ainsi, 222 —3x +1>0sur [ = } —0%; 5 [U]l;—f—oo[.
3
Les racines de —5z2+8z —3 sont 1 et = donc —522 +

8 —3>0sur J =

Le domaine de définition est donc I N J = @.

— Résolution : le domaine de définition étant 1’en-
semble vide, il ne peut y avoir de solutions & cette
inéquation. Donc § = @.

4. In(z? — 5z — 14) > In(22? — 10z + 8).

— Domaine de définition : le polynéme z? — 5z — 14
admet pour racines —2 et 7 donc il est strictement
positif sur I = |—o0; —2[ U]7; +o0].

Le polynéme 222 — 10z + 8 admet pour racines 4 et
1 donc il est strictement positif sur J = ]—oo;1[ U
14; +o0l.

Le domaine de définition est donc I N J, soit D =
|—00; —2[U]7; +00].

— Résolution :

22% — 10z + 8

< 1 — 51 +22 < 0.
Le discriminant de 2 — 5z +22 est A = 25—108 < 0
donc le polyndme est toujours strictement positif.

— 2 _5r—14>

L’ensemble solution de l'inéquation est donc S =
|—00; —2[U]7; +o0].

5. In(z2 + 2 — 6) > In(—222 + 14z + 16).

In(z? — 5z — 14) > In(22% — 102 + 8)



— Domaine de définition : le polynéme z? + 2 — 6
admet pour racines 2 et —3 donc il est strictement
positif sur I = ]—o0; =3[ U ]2; +o0].
Le polynéme —2x2 + 14z + 16 admet pour racines —1
et 8 donc il est strictement positif sur J = |]—1; 8.
Le domaine de définition est donc I N J, soit D =
1-2; 8.

— Reésolution :

— 2 +2—-6>-222+14+16

327 — 132 — 22 > 0.
Le discriminant du polynéme 322 — 13z — 22 est A =

169 + 12 x 22 = 433 donc il admet deux racines :
13 — /433 13 + v433 cD

7= ¢ D et xg =
Ainsi, 322 — 132 —22 > 0 sur U =] —o00; 21 [U]xg; +00].

L’ensemble solution de l’inéquation est donc U N D,

13+ V433

it S =
soi 5

On considére la fonction f définie par :

fl@)=lnz — .

1 fix) = % Y

Or,pourz > 1,0 < é < 1, et donc f'(z) < 0.
La fonction f est donc décroissante sur [1; 4o00].
. f(1) = =1, donc f(x) < 0 sur [1;4o00[. Donc Inz < «
sur cet intervalle.
De plus, on sait que pour x > 1, Inz > 0.
On en déduit alors que sur [1;+o00], 0 < Inz < z.
. Posons z = /u, u > 1.
Alors, de ce qui précéde, on déduit que

0 < Invu < V.

Ainsi, en divisant par u, on a :

In /u U
0< VU _ Vu
u u
on encore :
%lnu 1
< —=.
u \/’(TL

Que 'on mette v ou x importe peu. Ainsi,

0<

Inz 1
Vz € [0; 0 — < —.
z € [0 +oo] 2 VT
. lim — =0 donc d’aprés le théoréme des gendarmes,
r—+00 \/E
|
lim — = 0.

r—+00 21‘

1
Multiplier ’expression par 3 ne change pas la limite,

. Inx
lim — =0.
r—4+o0 I

donc

On considére la fonction f définie sur R* par :

T —
2

flz) = L (z* +1).

X

In(z? + 2 — 6) > In(—227 + 14z + 16)

2.

In(X +1)

. Nous savons que )l(iino e = 1. Ainsi, en posant

X=2%ona:

In (2241
x—0 x
De plus, lim (z — 1) = -1, donc
x—0
. In (J:2 + 1)
limy (CC )=t
Ainsi, | lim f(z) = —1.
x—0

Nous pouvons écrire, sur Rx :

f()_ln(x2+1) ln(x2+1) 2 +1
= x 2 41 2
In X
lim —— — 0, donc en posant X = z2 + 1, nous
X —+oo
avons : ) 1)
| +
g REHYH
z—+too 2 +1
211 2(1 4 1
De plus, lim z —5 = lim LZJCQ) =
r—r+00 x Tr—+00 T
1
r—400 e
Ainsi,
. In(z®+1) a22+1
xkrfw ( x?+1 - =0 (L)
2 2 1
ln(x +1) = In|z 1—i——2 = 2nz +
T

1
In 1+ﬁ -
In (2% +1 1 1 1
Ainsi, M: m+ln(1+2>‘
x x x

Posons ¢g(z) = In(1 + z) — z, pur = >
T

0
1
Alors, ¢'(z) = To2 1 < 0 pour « > 0 donc g est
x

décroissante sur [0; +o00].

De plus, ¢g(0) = 0 donc cela signifie que g(x) < 0 sur
[0; +o0f.

Ainsi, pour z > 0, In(l + z) < =z et donc

1 1 1 1 1
In{l+—= | <—,s0it —In{1+ =) < —
2 2 T 2 T

5
1 1 . 1
—>0doncl+— >1,douln{l+— )] >0et
x x x

1 1
finalement — In (1 + 2) > 0.
T T

1 1 1
Ainsi, 0< —In(1+ = ) < —.
T 2 3

{11n<1+12>} =0
T—+o0 [T x

On en déduit alors que lim
(théoréme des gendarmes).

De plus, lim 2T _ 0 donc
r—+o00 I
In (22 +1
Y ) N @)
r—+00 X

— Finalement, des égalités () et (2), on en déduit :

lim f(z)=0.

Tr—r+00



3. D’aprés la question précédente, Alors, lirf X =0,et f(0)=g¢(0) =Inl1=0.
Tr—r+00

In (22 +1
i 2D FX) _ £(X) - £(0)
r—r—00 -
* 9(X)  g(X)—g(0)
De plus, en écrivant pour = < 0 : _ f(X) — £(0) % X-0
X-0 9(X) —9(0)
In(z2+1) _Infz| 1 1
- =2 - + = In {1+ 22/ Par conséquent,
: Injz| lim 1(X) = lim F(X) = 1) X X -0
On a xgljloo r 0. x=0g(X) X0 X-0 g9(X) —¢(0)
1 1
De plus, on a toujours 0 < In (1 + ) < — et donc — £(0 X -0
a? x? Or, lim f(X) = F(0) = f'(0) et lim =
11 1 X=0 X -0 a0 g(X) — 9(0)
<1n<1+2)<0p0urx<0. 1
T S x x
1 1 9'(0)
Donc, lim —In (1 + 2) = 0 (théoréme des gen-
d v v f/(X)fi t /(X)f#
armes). =12z o9 "1 x
Finalement, Ainsi,
In (22 +1 ’
lim M:O. hm@:f(o)zgzo
3~ 00 x x-0g(X) 4¢'(0) 1
Alors, et donc :
o0 F () =0 1
In <1 — 2)
. x
lim — N | = 0.
Calcul de limites. eres In <1 + >
x
) In X
1. Nous savons que Xl_l)r_r&oo ~ = 0. 4. On peut écrire :
Posons X = v/z2 — 1. Alors, lim X = +oo. In(1+ v/x)
r— — 00 S A—
1-+vVz+1
De plus ln\/mzflilnXilnXxl _ln(l—i—\/i)x N2 Xl—i—\/m—&—l
Tl X2 X X Y 1—Vz+1 14++vz+1
N v =T\ ) mx 1 5 :ln(1+\/g?)x\/5(1+\/:c+1)
insi, lUm | —35—— = im TXY . Or, VT 1—(z+1)
im L lnX_OA, ) :ln(l—I—\/a?)X\/E(lJr\/erl)
XHHEOO X o Xililw X I \/'E -
~ In(1+7) Xﬁ(1+\/x+1)
. Invaz2 -1 N — a:x)ﬂ’/
im [———— | =0.
e—oo \ a2 —1 _Wn(+va) C(T+Va+T)
Ve VT '
In(z?2—22+42) h[z-1)%4+1 In(X+1)
2. (z—1)2 = (z —1)2 = X  avee Par ailleurs,
X =(z—1)=2% lim 1n(1+\/5): lim 111(1+X):1
z—0 N2 X—0 X
) . (In(z* =2z +2) » lim /2 =07
lmX = 0 donc Ilm|—F——-F—+ = z—0
21 251 (x—1)2 . 1 . —(1+ Ve +1)
» lim (——)=-0 =>lm—FF—~-=—
I In(1+X) 1 x—o0t \ X o0 VT
e x > lim (142 +1) =2
AiIlSi7 o x—0
Ainsi,
2
i In (2% — 2z 4 2) . lim In(1+ /x) _
o1 (x—1)2 a0\ 1 -z +1

3. Posons f(X) = In(1—X?) et g(z) = In(14 X), avec
X = 1 Calcul de dérivées.
x



1. filz)=zlnzx — . Ainsi,
La fonction x +— zInx est de la forme uv avec : , ,
;oo u'v—1'u
1 z
fU(x):]nx ; U/((E):E . 122+1X(1'2+1)72’I’X1H(332+1)
= 2
Aot (2241)
donc sa dérivée est :
) 2z —2zIn(z® + 1)
(Wv+w)(z)=1xInz+xx —=Inz+1. (2 41)2
T
o , 2¢[1 — In(z? + 1)]
Ainsi, f5(x) = (22 + 1)

filz)=Inzx+1-1

fi(z) =Ina.

soit fi(z) =Inz

6. fo(z) =In(Inz) donc fs est de la forme Inu avec :

w(z)=Inz et u'(x) !
1 = = —.
2. fo(z) = % donc f5 est de la forme % avec : z
) Donc
u(z) =lnzx ; u'(z) = — /
i (@) = ()
v(z) ==z ; v(x)=1 6\ =,
1
donc T
, , Inx
fooy uv—uv , 1
2(2) = —5—(2) 6@) = ——.

%xx—lnxxl
D a—
71—1113:

fa(x)

22
3. f3(x) =1In (2?) donc f3 est de la forme Inwu, avec

u(z) =2 et u(zx) =2

Donc

i) = (@)
_ 2 B
o) = 2.

4. fy(z) = Inv/x + 1 donc f4 est de la forme lnu avec
u(z) = Vo + 1.
u est de la forme /g, avec g(x) = x + 1 donc u/(x)
g 1

29 2z +l
Ainsi,
!/
"r) = L
@) =" )
1
_ 2v/z+1
vr+1
1
100 —
In (2% +1
5. fs(z) = n:(cz—:—l) donc f5 est de la forme % avec :

u(z) =In (2° + 1) et v(z) =22 + 1.

u est de la forme In g, avec g(z) = 2% + 1 donc :

u 2x
241

L’étudier de la fonction f définie sur R par :

In (22 +1
fa) = ng ++1 !

f(=z) = f(x) et le domaine de définition de f est
centré en 0.
La fonction f est donc paire. On peut donc ’étudier
sur [0; 4-o0].

lim (1’2 + 1) =+o00

Tr—r+00
In X
lim —2 =0=| lim f(z)=0
X—+o0 T——+00
Inl

De plus, f(O) = T =0.
D’apres I'exercice précédent,
~ 2z [1—1In (2?4 1)]

!/
x .
f'(a) T
Sur [0; 400, 2 > 0 donc f'(z) est du signe de 1 —
In (xz + 1).

1-In(2®+1)>0 < In(2®+1) <1
— 2 +1<el
— l<e-1
— 0<r<ve-1

On obtient alors le tableau de variations page suivante.

T oo —ve—1 0 Vo1 d
() + 0 — 0 + 0 —
f@) g —— ¢ — g —— ¢ —
——  In(e—1+1)
f( 6_1)_ e—1+1
_1
e
:671



0,4

0\3

0,1

Y

—_
N +
L +
I
ot 4+
o 4+
~J +

-7 -6 -5-4-3-2-10

On considére la fonction f définie par :
fa)=tm (14
=n - .
* x

1. Déterminer son domaine de définition.

2. Calculer f’(z) puis déterminer le sens de variations de f

sur son domaine de définition.

3. Déterminer les limites de f(z) aux bornes de son domaine

de définition.

Dresser un tableau de variations complet de la fonction

1.

On considére la fonction f définie par :
f(@)=(z—1)In(2® -2z +1).

1. Donner le domaine de définition de f. On le no-
tera D.
2. Calculer les limites de f aux bornes de D.

3. Calculer f'(x).

4. Trouver le signe de f'(z) sur D, puis en déduire
les variations de f sur D.

Dresser un tableau de variations complet de f.

Dans cet exercice, on acceptera la propriété suivante :

Pour tous réels a et b, alnb=In (b%).

On considére la fonction f définie pour tout réel x
strictement positif par :

f(z)=elnz —=x.
1. Calculer lim f(x).
z—0
2. Calculer Tll}rf_loo f(x).

3. Calculer f’(z) et étudier les variations de f. Dres-
ser un tableau de variations de f.

4. Comparer alors les nombres 7€ et e”.

Lorsque I’on prend des antibiotiques, la concentration
de bactéries présentes dans le corps d’une personne
malade diminue avec le temps en suivant le modéle
d’une fonction f définie, pour 0 < t < 6, par :

f(t)=ae*+b | a,b,kétant trois réels, avec a # 0,

ou t désigne le temps (exprimé en jour) et ou f(t)
représente le taux de bactéries restantes.

Ainsi, f(0) = 1. On suppose que la totalité des bacte-
ries sont éliminées aprés 6 jours. Donc f(6) = 0.

1

1. Montrer que f(t) = acs M=)t 41— q.

2. On sait que 50% des bactéries disparaissent au bout de

deux jours.

1 1 1
En déduire que ae? In(1-%) + z—a= 0.

Pour tout nombre réel z > 1, on pose :

1
3. Montrer que ¢'(z) = (1 + ) esm(1-2) _ 1,
3 /
4. (a) Calculer xgl_i[_loog (x).

-2

6% ln(l—%) )
9z(x — 1)

(b) On admet que ¢"(z) =

En déduire les variations de la fonction ¢’ puis celles

de la fonction g sur |1; +ool.

5. Montrer alors que ’équation g(z) = 0 admet une unique

solution, notée a, sur |1,3;1,4].

On admet que a =~ 1,309.

Soit f la fonction définie pour tout réel x > —1 par :
flz)=(r+1)In(z+1) — 6z — 1.

1. Calculer lim1 f(z)et lim f(x).
T——

T—+00
2. Montrer que f'(x) = In(x 4+ 1) — 5.
3. En déduire les variations de f.
4. Montrer que I’équation f(z) = 0 admet une solu-

1
tion sur {—2; O} et une autre sur [395;400].

En donner une valeur approchée au milliéme.



w N

A : étude d’une fonction auxiliaire
On considére la fonction h définie sur [0; +oo[ par :

2 —x+1
h(z) =1 _—
(x) =lnx + 522
272 =¥
1. Montrer que sa dérivée est : h/(z) = %
&

2. étudier le signe de h'(z) sur |0; o0l

3. Dresser un tableau de variations de h sur ]0; +oo].
En déduire le signe de h(z) sur |0; +o0o].

B : étude d’une fonction
On consideére la fonction f définie sur |0; +o0 par :

f(z)= (2*+1)Inz — =.

. Calculer sa dérivée puis montrer I’équivalence suivante :

f'(r) >0 <= h(x) > 0.
. En déduire les variations de f sur ]0; 4+o0[.
(a) Déterminer lim f(z).
z—0

(b) Déterminer lim f(z).

r—+00

(c) Dresser un tableau de variations complet de la fonc-

tion f sur ]0; +oo].

solution, que 'on notera «, sur ]0; +oo.
(b) Montrer que « appartient a l'intervalle |1;2[.

(c) Donner une valeur approchée de o & 10~% prés.

(a) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique



