. ° Suites

Classe : Terminale Maths Spé

Lycée : Evariste Galois

— Initialisation.
Pour n =2, (14+2)" = (1+2)? =1+ 22 4 2*
l4+nr=1+2z
Or, 22 > 0 donc 1+ 2z + 22 > 1 + 22.

Exercice n°1

On considére la somme :

Sa=) K =12+22+3+... +(n—-1)% +n’. Ainsi, (1+2)% > 1+ 2z.
k=1 L’inégalité est donc vraie au rang n = 2.
Posons P(n) la propriété : — Hérédité.

On suppose que 'inégalité est vraie au rang n, c’est-a-
nn+1)@2n+1) ) dire que 'on suppose que pour un entier n quelconque
6 supérieur strictement a 1 :

(P) : 12422432+ -+ (n—1)24n? =

1. Initialisation.1 1102 x 141 .
Si=12=1ep LXEFVEXIFY _6_ )

6 6
Donc P(1) est vraie.

Vez —-1,2#0, 1+z)" >1+4+nx (HR)

et on souhaite démontrer que :
2. Hérédité. Vo> —1,2#0, (1+2)"™ > 1+ (n+1)z.
Supposons que pour un entier naturel k, la pro-
priété P(k) est vraie (hypotheése de récurrence).
Montrons alors que P(k + 1) Test aussi, ¢’est-a-
dire que :

Vr>—-1,z#0,ona:

(142" =1 +2)" x (1+2)
> (1+nx) x (1+x) par HR
> 14 nx +x+ 22
> 14 (n+ 1)z + 22

(k+ 1)k +2)(2k +3)

G en développant

124224+ B2 (k+1)? =
Par hypothese de récurrence, on a :

Or, 22 > 0donc 1+ (n+1)z+22 > 1+ (n+1)z, d’oi :
Sk+(k+12=12+22+-- -+ k2 + (k+1)? (nt1) (n+1)

k(k 4 1)(2k + 1) (1+2)"" > 1+ (n+1)z.

=6 + (k+1)?
k(2K + 1) Ainsi, si 'inégalité est vraie & un rang n quelconque,
=(k+1) 6 +(k+1) elle l’est aussi au rang n+ 1 : 'hérédité est démontrée.
Par conséquent, I'inégalité de Bernoulli est vraie pour tout
=(k+1) [k(% Tt 1); 6(k + 1)] entier naturel n supérieur strictement a 1.
_ (k+ 1)k + Tk +6)
N 6 ' Notons :
« 1921 = —2 » est une racine évident.e du polynoéme P, : JpeZ5"—1=4dp.
2k* + 7k + 6 donc la seconde racine ko est telle
que kiky = E, donc ky = -5 X - _; Démontrons que cette propriété est vraie pour tout
a

Donc,
2k +7k+6=2(k+2) (k+3) = (k+2)(2k+3).
Finalement, on a :

124224+ k2 (k+1)? = G

L’hérédité est donc vérifiée.

3. Conclusion.
Quel que soit I’entier naturel & > 1,
P(k)= P(k+1).
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la pro-
priété P(n) est vraie pour tout entier n > 1.

Exercice n°2

Démontrons par récurrence 1’inégalité de Bernoulli :

Ve -1, z#0,Vn>1, (1+2)" >1+nz.

(k+D)(k+2)(2k+3)

entier naturel n.

— Initialisation.
Porn=0:5"-1=5"-1=1-1=0. Or,
0 =4 x 0. Donc Py est vraie.

— Hérédité.
Supposons qu’il existe un entier k pour lequel
Py est vraie, c’est-a-dire qu’il existe un entier
naturel p tel que 5¥ — 1 = 4p. C’est ’hypothese
de récurrence (HR).
Alors, 5% = 4p + 1, et donc 5 x 58 = 5(4p + 1),
soit : 55t = 20p + 5.
Ainsi, 5%+t — 1 =20p + 4 = 4(5p + 1).
Il existe donc bien un entier P = 5p + 1 tel que

58+l = 4p.
La propriété est donc héréditaire car Py =
Pr+1-

D’apres le principe de récurrence, la propriété P, est
donc vraie pour tout entier naturel n.

Ainsi, 5™ —1 est divisible par 4, quelle que soit la valeur
de lentier naturel n.
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Notons :
Pn : JgeZ|4" +15n—1=9q.

Démontrons que cette propriété est vraie pour tout
entier naturel n.
— Initialisation.
Pourn=0:4"4+15n—1=44+15x0—1=0.
Or, 0 =9 x 0. Donc Py est vraie.
— Hérédité.
Supposons qu’il existe un entier k pour lequel
P est vraie, c’est-a-dire qu’il existe un entier
naturel ¢ tel que 4% + 15k — 1 = 9q., c’est-a-
dire 4¥ = 9¢ — 15k + 1 C’est I'’hypothese de
récurrence (HR).
On souhaite démontrer alors qu’il existe un en-
tier ¢’ tel que 4*+1 4+ 15(k + 1) — 1 = 9¢/, soit
4++1 L 15k = 9¢' — 14.

4R 4 15(k4+1) — 1

=4 x4 +15k+ 14

=4 % (9g — 15k + 1) + 15k + 14 d’apres (HR)
= 36g — 60k + 4 + 15k + 14

= 36q — 45k + 18

= 9(4q — 5k + 2)

=9¢q, avec ¢’ = 4q — 5k +2 € Z.

Il existe donc bien un entier ¢/ = 4q — 5k + 2
tel que 4**1 +15(k+1) — 1 =9¢'.
La propriété est donc héréditaire car Pr =
Prt1.
D’apres le principe de récurrence, la propriété P, est
donc vraie pour tout entier naturel n.
Ainsi, 4™ 4+ 15n — 1 est divisible par 9, quelle que soit
la valeur de l’entier naturel n.

Notons, P, : Jp € Z|7 x 3" +4=11p.
Démontrons que cette propriété est vraie pour tout
entier naturel n.

— Initialisation.

Pourn=0:7x3"4+4=7+4=11=11x 1. Donc

Po est vraie.
— Hérédité.

Supposons qu’il existe un entier k& pour lequel Py est
vraie, c’est-a-dire qu’il existe un entier naturel p tel
que 7 x 3°% 44 = 11p, soit 7 x 3°% = 11p — 4. Clest

Ihypotheése de récurrence (HR).
Alors,

7x 3D 44 =7 %3 x 3% 4+ 4
=7x3%x 243+ 4
=(11p—4) x 243+4 (HR)
=11 x243p — 4 x 243 + 4
=11 x 243p + 4 x 242
=11x243p+4 x 22 x 11
= 11(243p + 88).

Il existe donc bien un entier p’ = 243p + 88 tel que

7 x 32D g4 = 11p.

La propriété est donc héréditaire car Py, = Pi41.
D’apres le principe de récurrence, la propriété P, est donc
vraie pour tout entier naturel n.

Ainsi, 7 x 3°™ + 4 est divisible par 11, quelle que soit la valeur
de V'entier naturel n.

4
—1
1. n3+n2—|—n—|—1:n
n—1
_ (n?—-1)(n?+1)
- n—1
~ (n=1D(n+1)(n*+1)
o n—1

=(n+1)(n?+1).

Donc n3 +n? +n + 1 est bien divisible par n + 1.
2. 1111 = 10341024 10+1 est divisible par 10+1 =

11.

De plus, d’apres la question précédente, 102 +1 =

101 est aussi un diviseur de 1111.

Deux diviseurs non triviaux de 1111 sont donc 11
et 101.

Posons, P,,: Vn>4,neN,n!>n.
Démontrons par récurrence que cette propriété est
vraie.

— Initialisation.
4 = 2x3 x4 =24et 42 = 16 donc pour n = 4,
n! > n?.

— Hérédité.
Supposons que pour un certain entier k fixé supérieur
ou égal & 4, Py, est vraie, c’est-a-dire que k! > k2 (HR).
Démontrons alors que (k+1)! > (k+1)2, soit (k+1)! >
k? + 2k + 1.

(k+1)!=k'x(k+1)
>k*x (k4 1) d’apres (HR)
Il faudrait démontrer maintenant que,
(k+1) > (k+1)%
On calcule alors :
Blh+1)—(k+1)?=(k+D[E - (k+1)]
=(k+1)(k*-Kk—-1)
=(k+1[k(k—1)—1].

Vi > 4,

k(k—1)—1>4x3-1, soit k(k—1)—12>11
k+1>5

= (k+ D) [k(k—1)— 1] > 55 > 0.

Donc k?(k+1)—(k+1)% > 0, soit k*(k+1) > (k+1)2.
Ainsi, (k+ 1)! > (k + 1)%2. La propriété P, est donc
héréditaire.



D’apres le principe de récurrence, on en déduit que P, est (a+ b)"“ _ gl gt i [(k n ) n <Z)] qkpnti—k

vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4. P -1
n
— an+1 + bn+1 + (TL + 1>akbn+1k
Démontrons par récurrence 1’égalité suivante : b1 k
B I Or,
VneN,V(a;b) eRxR, (a+b)" = Z (k>akbn_k.
k=0 o't — <n + 1> D —(n41) o gl — <n + 1) 2Onnt

n+1 0

— Initialisation.

o donc, on peut incorporer a™*! et "+ dans la somme :
Pourn =0, (a+b)"=(a+b"=1
- Hon+1
Z n akbn—k _ 0 a%b =1 (a + b)n+1 _ Z ( N )akbn-i-l—k.
k=0 k 0 k=0

Ainsi, la formule est vraie pour n = 0 et 'initialisation

L L’hérédité est alors vérifiée. La formule est donc vraie
est alors vérifiée.

pour tout entier naturel n.

— Hérédité.
On suppose que pour un n arbitraire, I’égalité est vraie
d :
one On consideére la suite (uy,)nen définie par :
V(a;b) ERXR, (a+b)" =" (Z) a®o" % (HR) up = 0
k=0 1
Upt1 = , Vn € N
et montrons qu’elle I'est aussi au rang n+1, donc mon- 2—up
trons que :
1. Calculons :
n+1 n4+1
Y(a;b) eER xR, (a+b)"! = Z ( & )akb”H_k 1 B — 1
k=0 10122_u0 2—w
1
Dans un premier temps, remarquons que : T — } U = 5 _ 1
2 2
(a+0)" = (a+b)"(a+b) = a(a+Db)" +bla+b)" = 2
3
De plus, 1
— bla+b)" = bz <n> a®" =% par (HR) N,
k
k=0 1
n us =
_ (n> kpn+1—k 2- %
L \k)" 3
k=0 e =
T4
— ala+b)" = az (Z) aFyr—F 2. Posons P(n) la propriété : u, = - Z T
k=0 — Initialisation.
B " (n Bt 1k Faite dans la question 1.
= Z g — Hérédité.
ki Supposons que pour un entier naturel &k, P(k)
_ Z ( n 1>apb"+1_p en posant p = k- est vraie (H.R.). Montrons alors quz i({c +1)
=1 P~ Pest aussi, c¢’est-a-dire que ug11 = i
n+1 n
. kin+1—k _
= a”b en prenant k = 1 1
P (k:—1> Ukl = 5~ = 5 (H.R.)
Ainsi, 1” ’:‘i
n
n n+1 = 2(n+1)—n = 2°
(a+ b+ = <Z> akprti—k 4 Z (k n 1>akbn+1—k n+1 ne
k=0 N k=1 L’hérédité est alors vérifiée.
— Conclusion.
" " Quel que soit Pentier naturel k, P(k) = P(k+
(a 4 b)n-‘rl — (U> G,Ob,H_l_O 4 <k> ak:bn,+1—k 1)
k=1 N Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la pro-

priété P(n) est vraie pour tout entier natu-

= n kin+1—k n n+lin+1—(n+1)
*;Q-J“b () rel n.



L’hérédité est alors vérifiée.

On considére la suite (u,,) définie par :

— Conclusion.
{ | Quel que soit lentier naturel k, P(k) = P(k+1).
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la propriété
Untl = Un +20+3 K ShY P(n) est vraie pour tout entier naturel n.
1. Ona:
Upt1 — Up = Up + 20+ 3 — up On donne ci-dessous le tableau de variations d’une
=2n+3>0 fonction f :
Ainsi, la suite (u,,) est croissante. - 0 5

2. (a) Posons P(n) la propriété : u, > n?.

— Initialisation. g
ug =1 > 0 donc P(0) est vraie. f(=) /
— Hérédité. 1
Supposons que pour un entier naturel & positif,
P(k) est vraie (H.R.). Montrons alors que P(k-+
1) lest aussi, c’est-a-dire que w41 > (k + 1)%

On définit alors la suite (uy,)n>0 par son premier terme
ug = 0 et par égalité u,41 = f(un) pour tout entier

Ups1 = ug + 2k +3 naturel n.
> k242 +3 (H.R.) On souhaite démontrer par récurrence que pour tout
9 entier naturel n, 0 < u,, < 5.

k" +2k+1+2 — Initialisation.

> (k+ 1)2 + 2 ug = 1 donc 0 < ug < 5. La propriété est donc

> (k + 1)2 vraie pour n = 0.

— Hérédité.
L’hérédité est alors vérifiée. Supposons que pour un entier k fixé, 0 < ug <
— Conclusion. 4.

Quel que soit lentier naturel k, P(k) = P(k+1). Alors, puisque f est croissante sur [0;5], on
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la pro- peut prendre I'image de chaque membre de cet
priété P(n) est vraie pour tout entier naturel n. encadrement sans changer le sens des inégali-

tés : les images de 0, ui et 4 sont rangées dans

(b) D’apres le théoréme de comparaison des suites et ;
le méme ordre :

d’apres la question précédente, on a :

lim w, > lim n? fF(0) < f(ur) < f(5)
n—+4oo n—-+oo
Or, lim n? = +o0; donc soit :
n—-+oo
1 <uper <5 et donc : 0 < ugg1 < 5.

lim w, = +oco
n—-+oo

L’hérédité est alors vérifiée.

3. Calculons les premiers termes de la suite (uy,) : Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, 0 < u, < 5
ug =1 pour tout entier naturel n.

U =uy+2x0+3=4

Uug=u1 +2x14+3=9

Uz =uUs+2x2+3=16

ugs =u3+2x3+3=25

Pour tout entier naturel » non nul, on pose :

n
k 1 2 3
On peut alors conjecturer que u,, = (n + 1)2. Montrons Ep = Z PN + 3 + i + .-
cela par récurrence. = (k+1)! Poodr 4l
— Initialisation. .
Faite précédemment. okl =2x3x4x5x - x(k—1) xk.
— Hérédité.

On suppose que pour un entier naturel k, u, = (k+ 1. Pour tout entier naturel &,
1)? (qui constitue la propriété P(k)). Montrons que

up1 = (k+2)2 E k411
Ukl = up +2k+3 (k+1)! (k+1)! (k+1)!
1
= (k+1)24+2k+3 _ ey
(k4 1) + 2k + Y
=k +4k+4 ) ]

= (k+2)? B G+



)

1
1!
1
nl n—l—l

NN

(n+1)! 1)
. . 1
3. lim (n+1)! =400, donc lim =0.
n—-+o0 n—+oo (n + 1)!
Ainsi, hm Sn
71—) oo
] 3n+2 n(3+2%) 3+2 -
o @y = = = , pour n .
dn—1 n(a-1iy " g-LP
k
Or, d’aprés le cours, lim — =0 donc :
n—+oo n

n——+oo

lim a, = 1

B = n?—-3n+1 n?(1-2+15)
R n+7 o n(l—i—%)
n(l-32+34
(1_:7"2),p0urn>0.
Or, lim —k—Odonc
n—+oo N
1
Bm b, = lim —2= = 400
n——+oo n——+oo ]_
3 3n-7 n(3-1) 3-1
'CTL: = =
n?+1 n2(1+%) n(+3)
n > 0.
Or, lim — = 0 donc
n—4+oco N
lim ¢, = lim —=0|
n—-+4oo n—4+oco n

Les limites des suites suivantes.

, pour

1. Pour cette question, on aura besoin de voir que :

n?=nxn=nxnxyn.

n2
N

Unp =

=ny/n.
n?+3n—2
vn+1
(12 - )

Ainsi,

, pour n

-|— :\w

n? (14
Kies

> 0.

\ 0
~—

\/w

4+f
2,pou1rn>0

1
Or, lim %_Oet lim — =0 donc :
n—+oo N n—-+oo n
Wt = i (nvin) =
/4n+1
n+2 1+ 2
Or, lim —k—Odonc
n—-+oco N,
!
im v, =4/- =
n—>+oov 1
. Pour n >0,
_2yn+n-3
" yn+1
(2 -0)
\/ﬁ(1+\%)
\/ﬁ(%Jrlf%)
= 1
1+ﬁ
Or, lim — =0et I 0 donc :
T n—l)IJIrloo nk Ve n~1>IJIrloo\/ﬁ7 One

n
lim w, = lim £:—|—<>o.
n——+4oo n——+4oo 1
Pour tout entier naturel n # 0, on a :
—1 < cos(n) < 1.
Ainsi, on a :
n—1<n+cos(n)<n+1
-1 1
n 1 n+c<;s(n) < n—l; .
n n n
De plus,
n—1 n
lim = lim — = lim —=0.
n—+oo n2 n—+oo n2 n—+oo N
De méme,
n+1
lim a =0

n—-+oo n2

Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes,

n—+oo

lim w, =0|

Soit a ;é +2k:7r k

cas sulvants

€ Z. Calculer

n + sin(n) %(1 + #)

'U”I’L: =

hm u, dans les
— 400

n + cos(n) %(1_'_“)57(71)).



Or, pour tout entier naturel n, De plus, lim l =0 donc :

n—+oo N
—1 <sin(n) <1 donc—%<%<% 1
‘ lim (n——) =40
—1<cos(n) <1 donc —1g C%n(") <L n—+oo < n)
i 1
donc, d’apres le théoréme des gendarmes, i 1+ n) = 1
. sin(n) . cos(n) 9
— - -1
nﬂrfoo n nﬂrfoc n 0 = ngrfw T; 1 +oo (par quotient). On a :
et donc : -
] n?—1 - n? + sin(n)
Jm =1 =1 a5 ot
——+00
1~ . 1 . 5
2. up = I Zsm”(a) = ﬁ(l + sin(a) + sin“(a) + -+ + donc, d’apres le théoreme de comparaison,
p=0
1 1—sin""(a) 2 L o
sin™ =X —. . n*+sin(n
sin"(a)) 1 —sin(a) lim n”+sin(n) = +00

n——+oo n+1

En effet, nous pouvons voir la somme :

. .92 . - n —1)" — 3
1+sin(a) +sin“(a) + -~ + sin"(a) 2. Calculons lim 7( ' n
n—+oco 1+ n?2
comme étant la somme : Pour tout entier naturel n,
5 n  1—g"tt n 3 n_ .3 3
14+qg+¢*+--+¢q =0 -1<(-1)"<1 = (-1)=n’<(-1)"=n><1—n
1 —1-n _ (=1)"—-n® _1-n3
. ™ . 1 + 2 < 1+ 2 < 1 + 2
avec ¢ = sin(a) (a # 5 mod 27 donc sin(a) # 1). n n n
De plus, Or,
1—n? %z(%fn) L —n
—1 <sin(a) < 1= -1 <sin"M(a) <1 === =2
<sinfa) < = (a) < L+n?  #(L+1) H+1
= -1< —51n"+1(a) <1
=0<1—sin"(a) <2 De plus,
. 1 - _ E—
=0 1 —sin"*(a) < 2 HEIEOO (n2 n) o0
1 —sin(a) 1 —sin(a) 1
1 2 lim (2 + 1) =1
==0<Uu, < — X ———. n—4o0o \ N
n 1 —sin(a)
constante = lim & = —oo (par quotient). On a :
n—+oo = 4 1
Or, n
1 2
lim —x — =0 (- —n3 _1-n3
n—stoon 1 —sin(a) T ST
——
constante —
——00
donc d’apres le théoréeme des gendarmes,
donc, d’apres le théoreme de comparaison,
HIE u, =01
n—-+0oo
) (_l)n _ n3
lim ———— = -0
n——+0o 1+ n2
Voici les limites.
. n? + sin(n) Dans un repere orthonormé, construire sur l’axe
1. Calculons ngf_{loo o+l des abscisses les quatre premiers termes de la suite
Pour tout entier naturel 7, (un)n>0 définie par son premier terme ug = 10 et par

la relation de récurrence ;11 = /2 + Uy,
—1<sin(n) €1 <~ n?—1 <n2+sin(n) <n?+41

n?—1 o n? + sin(n) o n?2+1 Le fait que up11 = v/2 + uy, nous dit que up1 = f(uy,), avec

n+1 5 n+1 S n+1  flx)=+v2+x Ilfaut donc tracer la courbe représentative de

la fonction f (en rouge ci-dessous) ainsi que la droite d’équa-

car. m+ 1> 0. Or n?—1 :ﬁ/ (n - %) tion y = x (en orange ci-dessous) pour transformer les images
’ T n+1 ﬂ/(l 4 %) ' (en ordonnées) en abscisses.




H
>l
>

pour tout entier na n, donc ¢ € [1;2].

1

1.1
On peut alors conjecturer que la limite de cette suite est I’abs-
cisse du point d’intersection de la courbe avec la droite, soit
la solution de I’équation :

rT=V2+zr <— =24z

— 2—-2-2=0, A=09.
<— x=2.
2¢+1
1. Ona:
1
/ _
fi(z) = EESIE > 0.

Donc f est strictement croissante sur [0;2].
On en déduit alors :

1<z <2= f(1) < flz) < f(2)

Or,f(l):g>1etf(2):g<2.

Ainsi,

’x6[1;2]:>f(x)6[1;2].‘

. Soit P(n) la propriété : u, € [1;2].

Démontrons qu’elle est vraie pour tout entier naturel n
par récurrence.
— Initialisation.
up=1¢€ [1; 2].
— Hérédité.
Supposons que P(k) soit vraie, ol k est un entier
naturel. Montrons alors que P(k + 1) l’est aussi.
D’apres la question précédente, on a :
ug € [1;2) = f (ux) € [1;2].
Or, f (ur) = ug41 donc P(k + 1) est vraie.
L’hérédité est alors vérifiée.
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, P(n) est vraie
pour tout entier naturel n.
De plus, f est croissante sur [1;2] donc f(u,) > un,
c’est-a-dire : up41 > up.

. De la question précédente, on peut conclure que la

suite (u,) est croissante et bornée, donc majorée. Or,
toute suite croissante et majorée converge. Donc (u,,) est
convergente.

Posons alors £ = lim wu,. Nous savons que u,, € [1;2]

n—-+o0o

1. Posons ¢ =

A

[y
o
[y
—_
[y
[\
—_
w
—_
=~
—_

On a alors :

Unt1 = [ (un) <=

li = 1
n Ut = 1 S ()

< (= f(¢) car f est continue
21
U411

— P Hr=20+1
— P -1-1=0.

Le discriminant du polynéme ¢> — ¢ — 1 est A = 5 donc
il posseéde deux racines :
1++/5
2

1—
b = V5

2
14+5
R

< 0et ly =

€ [1;2]. Ainsi, £ =

Soit la suit (uy,) définie par :
ug =1

Uy + 6

Up + 2

Up41 = , Vn € N

lim w,. On en déduit alors :
n—-+oo

Up + 6
Uy + 2

_ 46
(42
=/{l+2)=(+6
=>0P4+2—-0—-6=0

=04 0-6=0.

Un+1 =

Ainsi, £ est bien une racine du polynéme P.

. 1 = 2 est une racine évidente de P; de plus, z122 =

= —6, donc x5 = —3. Les deux racines de P donc sont
=2et f=-3.

c
a
(0%



Up — 2

3. Onawv, = Alors : ce qui signifie que :
Up + 3
) 1
Un+1 — 2 nEToo (un - 2) =0.
Upg1 = ————
Up4+1 + 3 N
unt6 _ 9 D’ou :
_ unt2 I 1
7un+672unf4x Up + 2
- Uy + 2 Uy + 6 + 3u, + 6
 —Up + 2 On définit la suite (u,,) pour tout entier naturel n par :
= gx 2 - 2n — 1
4 up+3 un+1—§“n+ n—
1
= —Z’UTL
1. On obtient,
Ainsi, la suite (v,,) est une suite géométrique de premier — u; = —0,5
terme vy = uo — 2 = —1 et de raison q = —1 —u2 =075
0T W +3 4 1=y — uy = 3,375
4. La suite (v,) converge vers « 0 » comme suite géomé- — ug = 6,6875
trique de raison strictement comprise entre —1 et 1. — uz = 10,34375
Ainsi : — ug = 14,171875
— w7 = 18,0859375
-9 - -
lim —0= lim (un—2)=0 ug = 22,04296875
=| lim u,=2| On peut alors conjecturer que (uy,,) est strictement crois-
("ot sante & partir de n = 1.
2. (a) vpt1 = tUps1 —4(n+1)+10
1
=—-Up,+2n—1—-4n—-4+410
On considéere la suite (up)p>o définie par 2"
_ 1
ug =3 ziun—2n—|—5
4y, — 1 et la suite (v, )n>0
= Vn eN . 1
Un+1 4u” 5 n — 5 (un —4n + ]_0)
AR . 1
définie pour tout entier naturel n par : v, = T 1
n=3 §Un .
On déduit alors que (v,,) est une suite géométrique
1. Upy1 — vy = 1 _ 1 de raison 3 et de premier terme vy = ug—4x0+10 =
Unt1— 3 Un—3 11.
1 1 1
=T T~ T (b) On a alors : v, =11 x 50 et donc :
T, 2 UnT 2
1 1 11
= 4u,—1 U, 1 Up = Uy + 4dn — 10 = on +4n — 10.
du,  du, Un — 2 2
0 535 (M)
4duy, 1 k=0
2 —1 w3 :112274-42]4:—1021
 2uy, _ 1 k=0 k=0 k=0
- 1 1 1
Up — 2 Up — 2 1— 5 1
n 21 n 3 :11<21+1)+4Xn(n+)_10(n+1)
:72(%_5):2 =3 2
tn = | 22(1 ! )+2( 5)(n +1)
= — n—>5)(n .
La suite (v,) est donc arithmétique de premier terme 2n+1
1 2
Vo= ——7 = 5 et de raison r = 2.
) On considére la suite (u,) définie pour tout entier na-
2. D’apres ce qui précede, lim v, = +oo car r > 0 d’ou : ug =1
n——+00
turel n par : 1 2
1 Up+1 = ZUp — -

n—+00 U, — %



1. Pour que (vn) soit géométrique de raison g, il faut que, (b) — Initialisation.
pour tout entier naturel n : ug = 0,4 donc 0 < ug < 1.
— Hérédité.
Un41 = qUn On suppose que pour un entier n donné, 0 <
un < 1.

1 2 \ = \
= JUn—3 tA=q(un+ ) Uns1 = un(1l — uy,); de plus, par hypothese de

3

1 4 récurrence, 0 < u,, < 1 et donc :
= 3 un7§+2)\ =q(up+A).
0<1l—u, <1
.. 1 4 . 4 .
Ainsi, il faut que ¢ = - et que —-+2XA = A, s0it | A = - | Par produit, 0 < un(l — u,) < 1. Donc 0 <
2 3 3 Un+1 <L

ST . 1 L’hérédité est alors vérifiée : u,, = 1.
2. (vn) est une suite géométrique de raison ¢ = —, donc elle ) o ntl
2 Par conséquent, pour tout entier naturel n, 0 < u,, < 1.

converge vers 0 (car sa raison est strictement comprise - / . .
entre 0 et 1) (c¢) La suite (uy) étant décroissante et minorée, elle

converge. Sa limite « vérifie :

o : 4 C
Ainsi, lim (u,+-] = 0, ce qui signifie que
notee 3 a=a(l-a) <= a=a—a?
4
lim w, =—=| — 0=—-a?
n—-+oo 3

<~ a=0.

. . L . Ainsi, lim wu, =0.
On sait tous qu’il y a des années a coccinelles et P nSdeo

d’autres sans!

On se propose d’étudier I’évolution d’une population
de coccinelles a ’aide d’un modéle utilisant la fonction
numérique f définie par :

(d) Avec de telles hypothéses, la population de cocci-
nelles tend a disparaitre.

3. Upg1 = 1,8uy (1 —uy), up = 0,3.
(a) f(z) = 1.82(1 — z) = 1,8(x — 22) donc f'(z) =

f(@) = k(1 —z), 1,8(1 — 2z).
D ") 20 <= 1-22>0
k étant un parametre réel qui dépend de I’environne- one f'(z) > vz
ment. = 122z
Dans le modele choisi, on admet que le nombre des coc- r< 1
cinelles reste inférieur & un million. L’effectif des coc- )

cinelles, exprimé en millions d’ir’ldividus, est approch.é De plus, f (1) 18 %05x15=045¢ [O; 1} .
pour I’année n par un nombre réel u,, avec u,, compris 2 2
entre 0 et 1. Par exemple, si pour 'année zéro il y a D’ou le tableau suivant :

300000 coccinelles, on prendra ug = 0,3.

On admet que I’évolution d’une année sur I'autre obéit

a la relation u,+1 = f(uy), f étant la fonction définie N 0 1 1
ci-dessus. 2
Le but de 'exercice est d’étudier le comportement de f(z) + 0 —
la suite (u,) pour différentes valeurs de la population 0.45
initiale ug et du parametre k. f 0 - T 0
]
1. Notons lim wu, = .
norteo (b) — Initialisation.
Alors,
ug = 0,3 et uy = f(0,3) =1,8x0,3x0,7 = 0,378.
. . 1
Uny1 = fun) = HEIEOO Unpt1 = ngf}rloo fug). Donc 0 < ug < u1 < ok
— Hérédité.
Or, f est continue donc lim f(uy,) = f ( lim un> = SUPPOSO?S que pour un entier n donné, 0 < up <
n——+00 n——+o0o w 1 < -,
f(a). "t
Ainsi, 1
a= f(a)l Oéungunﬂgi
1
2. 1 = (1~ 1), 100 = 4. = 1(0) < Flun) < flumen) < (2) car £ est ¢
(8) Upi1 — Un = Up — U2 — Uy 1
— 2 — 0 < Upq1 < Upta < 5 L’hérédité est alors vérifi
- n

< 0 car un carré est toujours positif ou nul. L o . .
. . Ainsi, la propriété est vraie pour tout entier naturel
Ainsi, pour tout entier naturel n, up41 < Up;

la suite (u,) est donc décroissante. n 0 < Uy S Upyr < B




(c) De la question précédente, on déduit que (u,) est 1tz

3. g(x) =12 = =
croissante (un,11 = uy) et majorée (par =) donc elle Let
L = tn ! 2 = 1+z=z2(l+e)
converge. Sa limite « vérifie : -
— l+z=x+ze
— 1=zxe"
a=fla) <= a=18a(l—a) < 1=18(1—a) car « #0 1
1 1 — P
= —=l-a <+ a=1-—
1,8 « « 18 1
e 4 er
a=—. .
9 — rx—e =0
— f(x)=0
Ainsi, lim wu, ~ 0,444 444 444, 4. « e§t l’uniqug solution} de 1"équation f(x) = 0, donc
n—-+oo Punique solution de équation g(z) =2z car les deux
équations sont équivalentes.
(d) On conclut de la question précédente qu’a long ) 1x (1+e*)—(1+a)x et
terme, la population de coccinelles se rapprochera 5. ¢'(z) = (1+e0)2
de 4444 444. oz @
_14e"—e" —we
N (1+e%)?
1 —xe”
Le but de 'exercice est de démontrer que I’'équation : (1+e7)?
Ainsi, ¢'(z) >0 < 1—ze® > 0 car (1+¢%)? > 0 pour
(E) : e® = 1 tout réel x.
43

1
Or,1-ze* >0 < 1>wze’ < — >z
(&

admet une unique solution dans l’ensemble R des _
= r-e <0 = f(zr)<0

nombres réels.
On pose pour tout réel = : <~ z €[0;q]
Ainsi, g est croissante sur [0; o

flx)=az—e"". 1
6. — uonetu1:g(uo):g(O)zidoncOSUOSul <

1 _ SR .
l.ef == <<= e "=z L’initialisation est faite.

z — Supposons que pour un entier n donné, 0 < wu, <

— rx—e =0 u <
n+1 X Q.
Ainsi, x est solution de (E) si et seulement si f(z) = 0. Comme g est croissante sur [0; a], alors,
0) <g(u,) <glu < g(a),

2. (a) f'(z) =1+ e ® > 0 car une exponentielle est tou- 9(0) < g(un) < 9(n41) < g(e)

jours strictement positive. soit

S Ups1 S Upg2 S

N |

Ainsi, f est strictement croissante sur R.

car g(a) = o d’apres la question 4.

(b) — lim e* = lim e¥ = +4oco donc
e preo Comme 0 < =, on a bien :
lim (—e %) = —o0; 2
r——+00
par somme, wgl_noo f(z) = —00 < 0; 0 < tnpr < Unpa < o
. -z _— | X — 3 — T s ;
mgrfooe = mg@ooe = 0 donc IEI}:OO (z) = L’hérédité est alors vérifiée; par conséquent, pour
400 > 0; tout entier naturel n,

— f est continue et strictement croissante sur R.
0 < up < Upy1 <a-\

Par conséquent, d’apres le corollaire du théoréeme
des valeurs intermédiaires (théoreme de la bijec-

- SRR ¢ 7. De la question précédente, on déduit que (u,) est crois-
tion), il existe une unique valeur a sur R telle que

sante et majorée.

fla) =0. Or, toute suite croissante et majorée converge.
1 1 ) Donc, (uy) converge.
— -3 ~ — — 1 — o1 ~
(c) f <2) 5= 012 et f(1) =1-e" = g pg Pégalité u,11 = g(uy), on déduit :
1
0,63 >0 d € (=31 i = i
one e [31] wip Ut = 1 9 (n)

(d) La fonction f est strictement croissante sur [0; ] et t=g (nEIfoo “n) car g est continue

o€ [;, 1} donc f(z) < 0 sur [0; . e=g(l)



Ainsi, ¢ est solution de ’équation g(z) = z. Or, « est
I'unique solution de cette équation.

Donc lim wu, = a.
n—+4o0o

9. On a:

blue!30 n U,

0 0
0,5
0,566 311003 2
0,567 143 165
0,567 143 290 4

=Wl N =

Ainsi, ug =~ 0,567 143.



