([ Maths Expertes DeVOiI' Surveillé no ]_ Lycée j

maths-mde.fr Corrigé Evariste Galois

<
Exercice 1 : (3 points) /
La forme algébrique des conjugués.
2
1+4 27 B54i 1—i
T\’ _ i, T
— \14q - 5+i 1-4
1 \2 141 7
_ = -4 —
= <1+z’> 5—1 141
) B (1+i)(5+i)+7(1—z’)
_ ( 1 ) - 2 2
1 —1 B (1+i)(5+z’)+13x7(1—2‘)
14+ \? B 26 26
= 12 — 2 9+ t+5—1491-91s
N 2 - 26
_ (1“) 95— 85i
2 = T o5
IR 2
B 4
J— 1.
= 22.
—

Exercice 2 : (4 points) / \

Les trois questions sont indépendantes.

La forme algébrique de la somme :

143

§ = Y iF=1+itd+.. 48
k=0
i144—1

1—1
(Z'2)72_1

1—1
ENE!

1—1

La forme algébrique :

(140 = PP45x1txi+10x 1P x2+10x 12 x® +5x 1 x it +4°
14 5i — 10 — 10i 45 +

= —4—4.
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Posons : v/2i + 1 = a +ib, a et b deux réels. Ainsi,

2i+1=(a+ib)? & 2i+1=ad®—b*+2abi

a2 -1 =1
2ab =2

a2_b2 —
4
ab =1
a?—-1v =1
& 1
b =—, aveca # 0
a
1
(12—72 =1
& a 1
b =— aveca #0
a
o —1 =a
& 1
b =— aveca #0
a
a*—a?2-1 =0
& 1
b == aveca #0
a

Posons X = a?. On obtient alors : X? — X — 1 = 0. Le discriminant de cette équation est égal & :
A =b%>—4dac=(-1)2 -4 x 1 x (—1) = 5. A étant positif, cette équation admet deux solutions :

1—+5 1 5 1 5
X1 = 2\f et Xo = +2\f. Or, X > 0. Donc, a? = +2\[.
1 ) 1 )
Autrement dit, a = 4/ +2\f oua=—\/ +2\[.
1 5 j
Par conséquent, v/2¢ + 1 = =+ V5 + !
2 1+/5
2

z1 et z9 sont deux nombres complexes :

2214+ 329 = 5—31 In
21 —329 = 4+61 Lo

LW+ Ly=—=321=9+ 3t = 2z =3 +1.

1 5

Ly =20y = 9z = -3 - 15i = = = —5 — 5i.
1 5

Ainsi, S =<{3+i; —= — i .

1nsl, {Jrz, 3 32}

Exercice 3 : (2 points) /

Soit  un réel et z = 2z — 1 + (222 + 5z — 2).

z est un imaginaire pur < Re(z) =0
& 22—-1=0

N 1
B = =
2




z est réel < Im(z) =0
& 22°+5x-2=0. (E)

Le discriminant de I'équation (E) est égal & : A =52 — 4 x 2 x (—=2) =25 + 16 = 41.
5-VAL =5+ V4l

A étant positif, cette équation admet deux solutions : x; = 1 To 1
Par conséquent, il existe deux valeurs de x pour lesquelles z est un réel :

—5 — 41 —7—+41 -5+ v41 -7+ v41
A=y Tl das e =

—

Exercice 4 : (2,5 points) / h

Résoudre dans C les deux équations suivantes en donnant la solution sous forme algébrique.

Soit z € C,

—6z+3=1z+1-51 & —-6z—1iz=1—51—3
& (—6—1i)z=-5i—2

N —57—2
b =
—6—1
57 + 2
= zZ= =
6+ 1
o o= B2 E=0)
(6+1)(6—1)
~30i+5+12— 24
& 2= a2
- 17 + 28:
2= —"
37

17 28
Ainsi, S =< — + —i .
insi, S {37 + 371}

Posons, z = a + ib. Ainsi,

—2i(a+ib) + (a—ib) —3 =T — (a—ib) + 53 & —2ia+2b+a—ib—3=7—a+ib+53i
& 2b+2a—10+i(—2a—2b—53) =0

2b + 2a — 10 = 0 i

{—2a—2b—53:0 Ly

2W+2a=10 L

{2a+2b:53 Ly

-

C’est absurde. Cette équation n’admet pas de solution. Donc, S = ().

—

Exercice 5 : (2,5 points) / |

Le discriminant de I’équation 222 — 3z + 5 = 0 est égal & :




A = b’ —4ac
(=3)2—4x2x5

= 9-40
= -31.
3 —iv3l 3+iv3l
A étant négatif, cette équation admet deux solutions dans C : z; = % et zo0 = %
L 3—iv3l 3+4iv3l
Ainsi, S = ; .
4 4
Posons z = a + ib. Ainsi,
2432-1=0 & (a+ib)?+3(@—ib)—1=0

o a®—b?+2iab+3a—3ib—1=0
& a?—b*+3a—1+i(2ab—3b) =0
a?—12+3a—-1=0
2ab—3b=0
a?—12+3a—-1=0
b=0 ou 2¢a—3=0
a?—b+3a—-1=0
3
b=0 ou a=—

2

Sib=0,alors a®> +3a —1=0 (). Le discrimiant de I’équation (x) est égal & :

A = b —dac
= (3)2—-4x1x(-1)
= 944
= 13.
L -3 —+v13 -3+ +v13
Ainsi, a1 = ——— et ag = ———.
2 2
3 3\° 3 9 9 23
Sia:§alors (2) —b2+3><§—1:(). Cequiimpliqueque:b2:Z+§—1:Z.Autrement dit,
V23 V23
b=——oub=———
2 2
) -3—+v13 -3++v13 3 V23. 3 V23,
Par conséquent, S = 5 ; 5 ;§+ 5 1 ) 1

Exercice 6 : (3 points) / |

On pose pour tout complexe z : f(z) = 23 — 2(vV/3 +14)2% + 4(1 4+ iv/3)z — 8i.
2i est une racine de f. En effet,

f(20) = (20)® —2(V3+1) x (20)? +4(1 +iV/3) x 2i — 8
= —8i+8(V3+i)+8i(l+iV3)—8i
= —8i+8V3+8i+8 —8V/3—8i
= 0.




Soit a et b deux réels :

f(z) = (2-2i)(22+az+b)
= 234 a2? + bz — 2i2% — 2iaz — 2ib
23+ (a— 20)2% + (b — 2ia)z — 2ib

Ainsi,

a—2i=-2(+/3+1) - a=—-2v3
b — 2ia = 4(1 + iV/3) b=4

Soit z € C,

f(2)=0 & (2—2)(z2—-2vV32+4)=0
& 2=2 ou 22-2V32+4=0. (E)

Le discriminant de I’équation (E) est égal a :

A=b —dac=(—2V3)? —4x1x4=4x3-4x1x4=—4

A étant négatif, I’équation (F) admet deux solutions dans C :

2vV3 — 24
:\[zz:ﬁ_i

Ainsi, S = {2i; vV3—i; V3+i}.
—

Exercice 7 : (3 points) / \

2v3 4+ 21

21 et z9

20 =1
Soit la suite de nombres complexes (z,) définie dans N par : 1 2.
An+l = Szn I 571
Soit (uy,) la suite définie sur N par : u,, = 2, — 1.
Pour tout n € N, on a :
Untl = Zpt1 — 10

1 n 2.

= 2+ -i—1
373
1 1.

= =2Zp— i
373
1

= —(#p =1
(=)
1

= gun

39 . Un+1 1 . . , s . 1
Ce qui implique que —— = 3 Autrement dit, (u,) est une suite géométrique de raison 3"
Un

La suite (uy) étant géométrique, nous pouvons alors ’écrire sous la forme :

(1) =0 (1)

1 n
Zpn=uUp+i=(1—1) <> + 1.

Des lors,

3

—



