Dérivation

Classe : 1re SPE Lycée : Evariste Galois

Exercice n°1

Il faut, pour chaque question, regarder la tangente a Ainsi, le nombre dérivé de f en 2 est :

la courbe tracée en rouge au point d’abscisse a donné. 2= }llin%) (4+h)=4.
—
1. Ici, la tangente a pour coefficient directeur 1. )
Donc f/(1) = 1. 2. L’équation de la tangente au point d’abscisse 2 est
alors :

Ainsi, la tangente tracée a pour équation réduite :

_ y = f'(a)(x — a) + f(a)
y=1'2)(x—2)+ f(2)

(N’oublions pas que dans ’équation d’une droite y=4(z—-2)+4
y = mx + p, p désigne 'ordonnée du point d’in- y=4r —8+14
tersection de la droite avec 'axe des ordonnées). y =4z — 4.

2. Ici, le coefficient directeur de la tangente tracée 1
est —%. En effet, les points A(0;1) et B(2;0) sont 3. flx) = 7%= L.
sur la tangente donc : — Calcul de f/(1).

Le taux d’accroissement de f en 1 est :

= 0-1 1
m=yB ya

TR — XA 2—-0 2° 1 1
flath)—fla)  w5r—1
- 1 h N h
Ainsi, f/(0) = —5. 1 _ 1th
L’équation réduite de la tangente sera alors : = Ltk 5 Lth
—h
1 _ I¥h
y=-3% +1 ~Th
B h
. o 1 h(1+h)
3. Ici, le coefficient directeur de la tangente est —, 1
1 -t
donc f'(1) = -. 1+h
2 . P
L’équation réduite de la tangente sera alors : Ainsi, le nombre dérivé de f en 1 est :
11 ) =tim (——— ) = -1
y:§$_§ T RS0 1+h) '

— L’équation de la tangente au point d’abscisse 1 est
4. Ici, la tangente est horizontale donc son coefficient alors :
directeur est égal a 0.

y=[(a)(x—a)+ f(a)
y=r M@ -1+ fQ1)

L’équation de la tangente est alors :

y=-1 y=—-1(z—-1)+1
y=—cz+1+1
y e
Pour chacune des fonctions suivantes, calculer f’(a) 3. flw) =2 —20+3,a=-1.
puis trouver 1’équation réduite de la tangente a la — Calcul de f/(-1).
courbe représentative de f au point d’abscisse a. Le taux d’accroissement de f en —1 est :
L. f(z)=2% a=2. f(=1+h)— f(-1)
— Calcul de f'(2). h
Le taux d’accroissement de f en 2 est : (=1+ h)? =2(=1+h)+3— ((-1)? =2 x (=1) +3)
N h
fla+h)—fla) _(2+h)*—2? h? —2h+142—2h+3—6
h h = I
_(2+h—2)(2+h+2) h2 — 4h
= h =
_ h(4+h) h(h — 4)
h =T
=4+ h.

=h-—4.


https://maths-mde.fr/1reSPE/CorrigeExoDerivation1reSpe.pdf
https://maths-mde.fr/1reSPE/ExoDerivation1reSpe.pdf

Ainsi, le nombre dérivé de f en —1 est :

777777 i R |

F/(=1) = lim (h—4) = —4. 1

— L’équation de la tangente au point d’abscisse —1 est

alors : A .
y=f'a)a—a)+ f(a)
y=r(=D+1)+f(-1)
y=—-4z+1)+6 oo
y=—-4r—-44+6
y = —4x + 2. S
4. f(z) =z, a=3. car la fonction atteint un maximum pour
— Calcul de f'(3).
Le taux d’accroissement de f en 4 est : — f'(4) = —2 (coefficient directeur de la tangente a la
courbe au point d’abscisse 4).
2. — f(0)=ax0?*+bx0+c=c;donc c=—1dapres la
FA+h) — £(4) qtlestlo_n précédente (/1 p_omt). . -
— — f(z) = 2ax 4+ bet f'(2) =4a+b; donc 4a+ b = 0,
T soit b = —4a.
At+h-vi — f(2) =1donc 4a+2b—1 =1, soit —b+2b = 2 d’apres
- le point précédent. Ainsi, b = 2.
Vi+h—=2)(V4+h+2 1
= (Vi+ )h( +ht2) — f'(4) =8a+b= -2 donc 8a = —4, soitb:—§.
1
_ h? — 4h Finalement, on a : f(x) = 75:172 + 2z — 1.
h( Vad+h+ 2) 3. L’abscisse des points A et B sont les solutions de I’équa-
__4+h-14 tion f(z) = 0.
h(V4+h+2)
1
_ h A:22—4><<—2)><(—1):4—2:2.
h(VA+h+2)
1 Alinsi,
S VAth+2
—b—VA —b+VA
rp = —F— Ty = —F7—
Ainsi, le nombre dérivé de f en 4 est 2a 2a
insi, le nombre dérivé de f en 4 est :
—2-vV2 —24+V2
rp=——— Tp=—"—
-1 -1
1 1 - -9 _
rw = pim (=) = 4 p =2+ V2 2a=2-V2
h—=0 \ /4 + h + 2 4

On considere la fonction f définie par :
— L’équation de la tangente au point d’abscisse 4 est

alors : f(z) = az® + bx® + cx + d,

ou a, b, c et d sont quatre nombres réels.

y:l(x—4)+2 a+b+c+d=-1 (1)
4
1 — la tangente & C¢ au point A a pour équation : y =
yzzx—l—l—Z —2x + 1 donc f/(1) = —2, soit :
1
y=-x+1 3a+2b+c= -2 (2)



— Cy coupe l'axe des ordonnées au point d’ordonnée 2

donc f(0) =2, d’ou :
d=2.
— f(0) = =5 et f'(z) = 3ax® + 2bx + ¢ donc :

c= —b5.

Les équations M et B donnent alors le systéme suivant :

a+b=-1—(-5)—-2=2
3a+2b=-2—-(-5)=3
soit :
a=2-5>
32—-b)+2b=3
La seconde équation donne alors :
6—-b=3 soit : b=3.
La premieére équation donne alors :
a=2-3=-1

On obtient finalement :

‘f(x) = —2% 4+ 322 — 5r + 2.

On considere les fonctions f et g dont les courbes re-
présentatives sont données ci-dessous :

1
1
|
Loocolbooolbooobooolboosall

On sait que :
— les fonctions f et g sont des polynémes de degré
3;
— Cy passe par les points A, B, C, D et E;
— C, passe par les points A et H;
— les tangentes a C, aux points d’abscisse —2 et
1 sont horizontales.

1. f(z) =a(x +4)(z + 2)(x — 3). En effet, f s’annule pour

r=—-4,r=—-2etz=23.

De plus, f(0) = —3 donc a x 4 x 2 x (=3) = —3, soit

a= 3 Ainsi :

o) = é(x + )@+ 2) (@ —3).

2. g(z) = (z +4)(ax® + bz + ¢). En effet, g(—4) = 0.

1

De plus, ¢g(0) = —1 donc 4¢ = —1, soit ¢ = 7
1
Ainsi, ¢'(z) = ax? + bz — 1 + (x+4)(2az 4+ b) (on dérive
le produit).
1

Or, ¢'(—2) = 0 donc 4a — 2b — it 2(—4a + b) = 0, soit

1
—4a:f.Donca:—i.
16
De plus g’(l):0d0n07i+b71+5 ,ler =0
’ 16 4 8 ’
1 1 5 )
i =—+-+-=—.D = —. Ainsi :
soit 6b 16+4+8 16 onc ¢ D) insi

3. L’abscisse d’un point d’intersection des deux courbes vé-
rifie 'équation f(z) = g(x).

f(z) = g(x)
o é(x+4)(m+2)(x—3) — (e +4) <—116x2 + %x— i)
@%(wQ—x—@ :_%6‘7624_3%%_%

& 4a? — 4o — 24 = —22% + 5z — 8 on a multiplié par 32
& 62° — 9z — 16 = 0.
A=81-4x%x6x(—16) = 465.
Les abscisses des deux points d’intersection sont donc :
9 — V/465 _ 9+ /465

= D

=
~

() =3z — 1 donc f'(z) = 3.
2. f(z) = 52% + 3z — 1 donc f'(x) = 10z + 3.

3. f(x) = %x?’ — 522 + 3z — 1 donc f'(z) = 2% —
10z + 3.

) 1 tone flay - L 1

. f(l’)*EJF\/E OHCf(l’)**?+ﬁ-

5. f(x):Q\/Efgdonc f/(x):%Jr%.

6. f(m)z—%ﬁ—}—?m—%ﬁdonc flx)=—2+3-

1

6y’

Calcul de la dérivée.

1. f(z) = 2z+v/z. On pose :



~

. 4. f(z) = po . On pose
_ v (z) = ——
u'(z) =2 (@) 2V u(r) =22 -3z +1 v(z)=2—3
On a alors w'(z) =2z -3 Vi) =1
) = u'(z)v( )+U( v’ (z)
On a donc
=2z + 2z x
VE x5 g = )ole) — e} )
= 2
=2z + 7 [v(z)]
2z —3)(x—3)— (2> =3z +1) x 1
VE X VE - y
=2V + V2 (z—3)
WE 4 VT 222 —6zx—3zx+9—z?+3z—1
=2z T =
, (-3
f(z) =3Va. f,(x)_x2—6x+8
3x—1 (x —3)?
(z) = . On pose :
4 +5
NI
u(z) =3z -1 v(z) =4x +5 5. flz) = T
u'(z) =3 v'(x) =4 x"’;
On commence par simplifier 'écriture de f(x)
oraon W @) —u( (@)
= 2
@) flo) = o
 3(4x +5) —4(3z — 1) e+l
N (4z +5)2 VAT
120415120+ 4 T2+l
- 2
(42 +5) On pose alors :
f’(:r) — L
(42 +5)% u(x) = x\/z v(z) =22 +1
— _ v (x) = 2x
.f(x):\§+1 On pose : u'(e) = 1><\f+x><2f
u(z) =z —=x v(z) =22 +1 —f—i—ﬁ\j}r
1
I
=1
v =57 V' (x) =22 :\/54_5\/5
On a alors : _ §\/5
u'(z)v(z) — u(z)v'(z
(a) = VEE) U @) -
[v(z)] Dot :
/ /
<2\1F - 1) X (22 +1) = (VE —2) x 20 F(@) = L@@ — u@)(@)
2 2 [U(ﬂcﬂ
(22 +1) _ SVa(?41) —ayE x 2
- 2 1)2
22 +1 3.2 (333 = 2
27793271—23“/5+2x2 :§$\/5+§f—233\/§
_ VT ( )2 (22 +1)2
2% +1 T — —:B2
2+ 1 - 241 v
ARV 1(‘”+>
g 2
= @2+ 1)° F(a) = 3VE3-a?)
xr“ + (:172 + 1)2 :
22 +1 +2x2\/§7 42 2V
A N A
B (x2 + 1)2 Pour chacune des fonctions f et g,
— trouver son domaine de définition ;
2 a2 ;
207z — 2% — 327 41 — trouver sa dérivée;
- 2y — trouver son sens de variations sur son domaine
(x2 + 1)2 de définition ;
la) = 2202/ — 2,/ — 322 + 1 — izndr;effnliiiziﬁ;ne de la fonction sur son domaine

2/7(22 +1)°



1. f(z) = (32 + 2)Vz.

— Le domaine de définition de f est : Dy = [0; +00]. x 0 +00
— f est de la forme uv avec : 7 (2) — T
uw(z) = 3z + 2 v(z) =T 9(x) T —
u'(x) =3 V' (z) = 1 .. -
2z — D’apres le tableau de variations de g, on

peut dire que g(x) >
Donc : g(x) > 0 sur ]0; +o00[.

f'(@) = (@)o(x) + u(@)v (z)
=3vr + 3z +2) x 1

2 sur ]0;+oc], donc

Pour chacune des fonctions suivantes,

— donner son domaine de définition ;
2\/x

3049 — trouver sa

=3z + ——
2\ définition.
C3Vr x2y/x | 342

NN

dérivée;;

3z —4
 6x+3z+2 L @)=
N 2
2VE — Dy =R\ {}
fle)= 252 P
o2y — f est de la forme — avec :
v
— f'(x) >0 <= 92+ 2 > 0 car 24/ > 0 pour tout u(z) =3z —4
x € ]0; +ool. u'(z) =3
2
Ainsi, f'(x) > 0 < = > —=, d’ott le tableau sui- o
9 Ainsi,
vant :
i 0 Bl f'(x) =

f'(z) H +

— D’apres le tableau de variation de f, on peut dire que
f(z) = 0 sur 0+o0.

2. g(z) = (1 + 916) V.

— Le domaine de définition de g est D, =]0; +o0].

) =

— en déduire ses variations sur son domaine de

3(5z — 2) — 5(3z — 4)

(5x — 2)2
15z — 6 — 15z + 20

(5x — 2)2

14

(bx —2)2°

— f’(x) > 0 pour tout réel € Dy donc :

— g est de la forme wv avec : P — 00 % +oo
) 7) - -
u() =1+~ vie) = v f@ | —— | —
x
1 v(z) = ——
u'(r) = —— 2/x 9 _ _bSz-3
Donc — Une racine évidente de 22 — 2 — 2 est 21 = 2. De plus,
T1Tg = ¢ donc 2x9 = —2, soit 9 = —1.
a
¢ (@) = ' (@)o(e) + u(a) (2) Ainsi, Dr = R\ {—1; 2},
1 1 1 — f est de la forme Y avec :
—_ ——_— 1 — PR .
x2\/§+ ( + x) X 2/x v
vz ox+1 1 u(z) =5z —3 v(r) =2 -2 -2
=2 T, xﬁ W(z)=5 V(z) =22 -1
VL atl Ainsi,
T X AT XNT 22T , ' (x)v(z) —u(x)v'(x)
1 x+1 g'(@)= 2
o o)
x\/f 2u/z 5(22 -z — 2) — (52 — 3)(2z — 1)
, T — = 2 2
— ) T4 —x—2
g =5 ( )

522 — bz — 10 — 1022 + 5z + 62 — 3

— ¢ (@) >0<=2-1>0<= 2 >1car 2z/z > 0sur

, J—
On a alors le tableau suivant : g'(z) =

(22 —x —2)2
D,. —52% + 62 — 13
(22 —x—2)2 °



— ¢'(z) est du signe de —522 + 62 — 13, dont le discri-
minant est :
A =36 —260 < 0.

D’ou le tableau suivant :

x —00 -1 2 +00
g'(z) — — —
9(z) — | T | T/
2+zr+1
3. h(z) = PR

— 2 — 32 + 2 posséde a = 1 comme racine évidente,
donc la seconde racine est 3 = 2.
Ainsi, D, =R\ {1; 2}.

— f est de la forme — avec :

v
ulx) =22 +x+1 v(r) =22 - 3x+2
u(z) =2x+1 v'(x) =22 —3
D’ou :

h'(x)

' (z)o(x) — u(z)o'(z)

@)
2z +1)(22 =32 +2) — (22 + 2+ 1)(22 — 3)

C(q) _ q® — 2¢* +10q + 150 _

1. CM(q) = - @ —2¢+10+
150
=
Cm(q) = C'(q) = 3¢*> — 4q + 10.
150 2¢% — 2¢% — 150 2
LOM(q) =2 -2 — = LT S

q? q? q?
q? —75).

2
— > 0 donc CM’(q) est du signe du polynéme P(q) =
q
¢ —q* = 75.

2
P'(q) = 3¢®> —2¢ =q(3¢—2) donc g =0 et ¢ = 3 sont

les deux racines de P.
On en déduit le tableau suivant :

q 0 2 5 +00
P'(q) - 0 +
P(q) T .

Intuitivement, comme il n’y a pas de valeurs interdites

1
entre 3 et 5, on peut supposer qu’il existe une valeur de

2
g, notée «, comprise entre 3 et 5, telle que P(a) = 0.

(22 — 32z +2)2
223 — 622 + 4z + 22 — 3w+ 2 — (223 — 322 + 222 — 3w + 22— 3)
- (2% — 3z + 2)2
203 — bl +ax+2—-223 +22 +2+3
- (22 — 3z +2)?
, —42% + 22+ 5
Wiw) = (22 — 3z +2)2°

— W(z) est du signe de —42? + 2z + 5, dont le discrimi-
nant est :

A =4+ 80 = 84.
Ses deux racines sont donc :

—24+ V84 —242V21 1-21

= ~ —0,9
n 8 8 1 o < a
et
—-2—-Vv8&4 -2 —2v21 1+ +v21
-8 -8 4
On a alors le tableau suivant :
z -0 1 a=1 %2 =2 4o
W(x) -0+ + 0 - -
h(z) —_— — ~ —

L’entreprise KIHARNAK fabrique de la poudre de fée
dont tout le monde pourrait se passer et qui pourtant
a un succes fou.

Son cotit de production est donné par la fonction
C(q) = ¢®*—2¢?+10g+150, ot g représente la quantité
(en tonne) de poudre.

On définit le cott unitaire, ou cout moyen, par la fonc-

tion CM(q) = ?



