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BEERUER [, Géométrie non repérée

Définition
Le produit scalaire de deux vecteurs 4 et ¥ du plan est le nombre noté @ - ¥
défini par :

@3 = [l x [[3] x cos (, 9)

ot (i, ¥) représente Pangle formé par les vecteurs 4 et 7, et ||%|| la norme
du vecteur .
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Propriété
Soient % et ¥ deux vecteurs non nuls du plan.
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4 et U sont orthogonaux <= 4 -7 =0.
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Démonstration

® Supposons que 4 et ¥ sont orthogonaux.

T T
Alors, (ﬁ; 1_)') = 0 ou (ﬁ; z_)') = -3 et donc cos (ﬁ; 1_)') = 0. Ainsi,

4-7=|d| x ||J]| x0=0.

Nous venons de démontrer que :

4 et ¥ orthogonaux = @ - ¥ = 0.

® Supposons maintenant que % - ¥ = 0; alors :

1@l x [|¥]| x cos (; ¥) = 0.

Or, % # 0 et ¥ # 0 donc ||Z|| # 0 et ||7]| # 0. Cela implique que
T T
cos (i; ¥) = 0, c’est-a-dire que (; 7) = 5 ou () = -5 (modulo
27), et donc que les vecteurs sont orthogonaux.
Nous venons de démontrer que :

4-7=0= 4 et ¥ orthogonaux.

Ainsi, nous avons ainsi démontré I’équivalence de la propriété.
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Propriété
Soient zﬁ et ﬁ deux vecteurs du plan. Soit H le projeté orthogonal de C
sur (AB).

° ﬁ . ﬁ = AB X AH si les deux vecteurs forment un angle aigu;
® z@ . ﬁ = —AB x AH si les deux vecteurs forment un angle obtus.

Démonstration
On place les vecteurs U et U de sorte qu’ils aient la méme origine.

On note alors ¥ = ﬁ et ¥ = R
C

A H B

® ]1°r cas.

Ut = (|2 x || T x cos (T, V)
= AB x AC x cos (ﬁ ﬁ)

= AB x AH.
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H A B

T 1@ % 2|l x cos (Z, )
= AB x AC x cos (ﬁ, ﬁ)
= —AB x AC x (—cos(ﬁ;ﬁ)
= —AB x AC X cos (ﬁ,ﬁ)

= —AB x AH.




AB x AH
5x3

= 15.
—AB x AH
=—-2x3
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Distributivité

Propriété
Soient 7, o et W trois vecteurs du plan. Alors,

U (TH+W) =" T+

Démonstration

Considérons les vecteurs 7, W et W comme sur le schéma ci-dessous.

On ne considérera que le cas ou les produits scalaires rencontrés sont
positifs (car le cas ou ils sont négatifs est similaire).

D’une part, on a :

T (7 + W) =AB - (AC + CD)

= AB-AD

D

: = AB x AK .
|

|

| D’autre part, on a :

|

1 77 = AB-AC

! R = AB x AH
K B et

7. @ =AB.CD

= AB x HK.

1)
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Deés lors,

WU+ 7Y W =ABx AH+ AB x HK
= AB x (AH + HK)
=ABx AK. (2
Des égalités (1) et (2), on peut déduire :
U (V+W) =" T+

Exemple
Quels que soient les points A, B, C et D du plan :

3. 0B - 3B (G + D)
_ 7B Ch + 4B AD.
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Bilinéarité

Propriété
Pour tous vecteurs ¥ et ¥ du plan,

vV =7 4.

Démonstration

BT = 2N x T x cos (T, 7)
= ||7H X ||7|| X cos[ (7 )}
=% x || 7] x cos (7,7) car la fonction z +— cos z est paire
= || 7| x || ]| x cos (7,7) car pour a et bréels,ax b=bX a
_w

Propriété

Soit k € R*, et soient U et ¥ deux vecteurs quelconques. Alors,

(k) -V =7 (k) =k(T - 7).
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Démonstration

AD
oD D’aprés le théoréme de Thales,
7z |
,,' | AD = kAC = AK = kAH .
. I
,// | Donc :
/, !
c. ; - (k7)) = AB x AK
‘ | = AB x kAH
ey ! = KAB x AH
| |
| | N et
' H ¥ ko k(T - 7) = kAB x AH .

Donc, ¥ - (k ) ( )

Un raisonnement analogue montrerait que (k?) - = k(7 . ?)

Notons 7:‘?, ﬁzﬁ et kU =
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Soit k € R*, et soient U et ¥ deux vecteurs quelconques. Alors,

(k) - (k) = K> (W - ) .

Démonstration
D’apres la propriété résultat intermédiaire,

(kW) - (k) = k(kW) - ¥ =k*U - .

Propriété
Pour tous @ et ¥ du plan :
oW -U="1u2=|"|>
o ¥+ I2=2ZI2+ VI +27- 7.

Démonstration
0T W= x| Z| xcos (T; &)
= || Z||? x cos0
=[I7>
e|TZ+7|?=(T+7)
=4d%2424 -7 + V2
=22+ V)2 +2% - .




Prerehutf s Propriété : Identités avec des normes
Pour tous @ et ¥ du plan,

T = (P I - 1T - IR
WA = L+~ 2 - T?)

T = L1+ B -1 -

Démonstration

® Nous avons vu précédemment que :
(T+7)=w2+27 -7+ 70?2,
que ’on peut aussi écrire :
1%+ PN =T +2% -7+ || 7).

En isolant @ - ¥, on arrive & :

T = L+ T T - 1 T)
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® En exploitant I’égalité :
(@-T) =227 T+ T2,
que ’on peut aussi écrire :
I = = 12)? - 27 - 7 + |7,

on arrive a :

T = LR+ IV -1 - PIP)

® En ajoutant les deux précédentes égalités, on a :
1
27 - = (1% + DI I - 1PN+ I+ 1PN - = TP
1
= LT+ T - T =T

WA = L+ T - TP)
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Exemple : Calculer le produit scalaire w7, puis déduire BD.

<R = LTI T T

= %(142 - 10% - 6?)

= 30.
< TV = LTI TP

30 = %(142 — AC?)

30 x 4 = 196 — AC?.
Ainsi, AC = V76 = 2+/19.




BN [ Géométrie repérée

Dans cette section, on rapporte le plan euclidien & un repeére (O; ?; 7)

orthonormé.
Propriété
| . - = s z
Dans un repére orthonormé (O; i ; j), on considére les vecteurs 7( ) et
Y
/
7(30 ) Alors, W - W = az’ + vy’ .
y/
Démonstration
D’apres la propriété identités avec des normes,
1 2 2 2
TT = (@I IT - =T
| au produis On sait que : | 7|2 = 22 + 42 et | 7|2 = 2/2 + y'2 car on est dans un
repére orthonormé.
De plus, ,
—z
(7 - 7) (x/ )
Yy -y
Ainsi,
7 _ ? 2 _ (.0 )2 r\2
l 7= (2" —2)" + (v — v)

— 2 — 202’ + 22+ % — 2y + o2
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du produit

Deés lors,

1
7_7: 5(1‘2+y2+m/2+y’2 7:r/2+2:m'7xz 7y/2+2yy/7y2)
1
= 5(2:101’ +2yy’)
=z’ + yy' .
Exemple

5 1
On pose 7( 2) et ?(7) deux vecteurs d’un repére orthonormé (O; 7; i)
Alors,

=

UV =5x1+(-2)x7
=5-14
=-9.



Produit scalair

5 1
Reprenons les vecteurs de I'exemple précédent : 7( 2) et ?(7)

Nous avons vu que :

oY =-9.
Or,
© -7 = (|2 x || T x cos (T, V)
= /52 + (=2)2 x /12 + 72 x cos (U, V)
:\/EX\/%XCOS(?,?)
= 5v/58 cos (7,7)

Ainsi,
—9 =5v58cos (4, 7) ,
soit : 9
cos (U, W) = ——— ~ —0,236351579148 .
( ) 51/58

On en déduit alors :

(2, ) ~ 104°.
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