Exercice n°1

1. L’arbre de probabilités complété est le suivant :

Serie d’exercices Classe :

Uy U,

2. La probabilité d’avoir deux boules rouges est :

2 1 1

3712718
La probabilité d’avoir deux boules blanches est :
1 2 1

X = = —.
4 3 6
La probabilité d’avoir deux boules noires est :
1 1 1

SRS
Ainsi, la probabilité d’avoir deux boules de la
méme couleur est :

1 1 1 35

876 s 1
Par conséquent, la probabilité d’avoir deux boules
de couleurs différentes est :

35 109

144 144

Le gain algébrique du joueur peut étre —5 € (s’il
paie 5 € pour jouer et s’il ne gagne pas) ou 5 €
(s’il paie 5 € et qu’il gagne 10 €). On a alors :

X =5 5
p(X) % %
. L’espérance rlr(l)aéthémati%%e de X est
E(X) = —518><5m +5 X o
E(X)= —y * —2,57.

Cela signifie que si ’on participe un grand nombre
de fois a ce jeu, on peut « espérer » perdre en
moyenne 2,57 €.

. La variance de X est :

109 185\1% 35 185
veo =g |- (-5%)] i - (%))
95375

Tagp ~ 184.

Variables aléatoires
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o(X) ~ 4,29.
L’écart-type représentant 1’écart moyen a l’espérance, le
joueur peut espérer avoir un gain algébrique entre E(X) —
o(X)~—-686€et E(X)+o0(X)~1,72€.

Exercice n°2

On dispose d’un dé cubique, dont les faces sont numé-
rotées de 1 & 6, et d’un dé tétraédrique (dont les faces
sont numérotées de 1 & 4). Ces dés sont parfaitement
équilibrés.

On lance ces deux dés et on s’intéresse a la somme des
deux chiffres obtenus.

Soit X la variable aléatoire représentant I’ensemble des
sommes possibles.

1. L’ensemble des sommes possibles est donné par le
tableau suivant :

~ Dl lols]als]| 6
Dé 2
1 23456 7
2 345678
3 456|789
4 5/6|7(8[9]10
On a alors :
L x [[2[3]4[5][6[7[8]9[10]
1] 1 ]1]1]1]1]1]1]1
P X 31| 1|86 66|82 2
2. B(X)=2X & 43x — 4 410 x
N 24 12 24
E(X) =6.

2
3. La variance de X est : V(X) = ES donc son écart-

type est 0 X =

5
— 2.
V6

Exercice n°3

1. Sion obtient trois fois « pile » ou trois fois « face »,
on gagne 100 €. Sinon, on perd 10 € (ce qui cor-
respond & un gain de —10 €).

Déterminer l'espérance et l’écart-type de la va-
riable aléatoire représentant le gain algébrique de
ce jeu.

2. On ajoute 5 € aux gains. Quelle est alors 'espé-
rance et quel est ’écart-type de la nouvelle va-
riable aléatoire représentant le gain algébrique du
jeu?

2 3. On multiplie par 2 les gains du jeu initial. Calcu-
ler alors ’espérance et ’écart-type de la nouvelle
variable aléatoire représentant le gain algébrique
du jeu.


https://maths-mde.fr/1reSPE/ExoVariableAleatoire1reSpe.pdf
https://maths-mde.fr/1reSPE/ExoVariableAleatoire1reSpe.pdf

On lance 3 pieces bien équilibrées valant respective-
ment 1 € 2€ et 2 €.

On veut étudier la variable aléatoire X qui totalise le
montant en euros des pieces tombées sur « Pile ».

1. L’arbre est le suivant :

l/P(2€)
1/P(2€)<i

. I~ TF (0 €)
/P(1€)<1

L . P(2€)

L \F(0€)<;\F<O€)

Q< + P (2€)

3 l/P(2€)<;\F(O€)
\r(0€) 2

% l/P(2€)

\F(O€)<2\F(O€)

2. 0na:X=1{0;1;2;3;4;5} d’apreés l'arbre pré-
cédent, d’ou la loi de probabilité suivante :

= [ 0 ]

ool || ot

PX=m;) || 53 = 5

On dispose de deux urnes U; et Us.

Dans Ui, il y a n boules noires et 10 boules blanches.
Dans Us, il y a 10 boules noires et n + 1 boules
blanches.

1. La probabilité de tirer deux boules noires est :
n 10 10n
X = .
n+10 n+11 (n+10)(n+11)
La probabilité de tirer deux boules blanches est :

10 n+1 10(n+1)
n+10  n+11 (n+10)(n+11)
La probabilité de tirer deux boules de méme couleur est
la somme de ces deux probabilités donc :
10(2n + 1)
(n+10)(n+11)°
10(2z + 1)

2. Posons = =
osons f(x) CESTOICESE)
Alors,

20x + 10
x2 4+ 21z + 110"

) = 20(z% + 21z + 110) — (20z + 10)(2x + 21)
(z2 + 21z + 110)2
2027 + 420z + 2200 — 4022 — 4202 — 20z — 210
B (22 + 21z 4 110)2
~ —2022 — 20z + 1990
(22 4 21z + 110)2
_10(—22% — 22 + 199)
(22 + 212 + 110)2

Le discriminant du polynéme —22% — 2z + 19 est :
A =4+8x199 =1596.

Il a donc deux racines :

2—-+/1596 -1+ 399
T = = >0

—4 2

et

_ 2+V1596  —1-—+/399
- —4 o 2

On a alors le tableau suivant :

To < 0.

+00

f'(x) + 0 -

f - T

On voit alors que f(x) atteint son maximum pour z =

—1++/399
2

Ainsi, pour n = 9, la probabilité d’obtenir deux boules
de méme couleur est maximale.

~ 9.

Pour une mise de 0,50 €, on lance un dé cubique équi-
libré. Tout résultat pair fait gagner le nombre d’euros
indiqué sur le dé et tout résultat impair fait perdre le
nombre d’euros indiqué sur le dé. Par exemple, obte-
nir 2 permet de gagner 2 € mais obtenir 3 fait perdre
3 €.
On note X la variable aléatoire correspondant au gain
algébrique (en tenant compte de la mise).

1. La loi de probabilité de X est :

] X =gz H 15 \ 1,5 \ —-35 \ 3,5 \ —55 \ 5,5 \

1 1 1 1 1 1

X =ux - - - - = -
PX=2) ) § 16|65 |6| 6 |s

2. Le jeu est équitable si I'espérance mathématique
de X est nulle.

E(X)=(-15+15-35+3,5—55+5,5) x

| =

=0.

Le jeu est donc équitable.

Voici trois lois de probabilité ainsi que trois couples
(espérance; écart-type).

| X [slu]| v [8]1]
) | 22 lle | ] 3
7z 1 i [w[w]

1 98 1
p(Z) 100 | 100 | 100

98
— Le couple 2 correspond & la variable Z. En effet, 100 =
0,98 est tres fort par rapport aux autres probabilités.



Ainsi, 'espérance est tres proche de 10 et ’écart-type
est certainement tres faible. Donc des couples 2 et 3,

on choisit le 2.

3
— Le couple 1 correspond a Y. En effet, 1 est plus grand

1
que T donc V’espérance va plus se rapprocher de 12

que de 8. Elle ne peut donc pas étre égale a 10 (qui est

le centre de [8 ; 12].
— Il nous reste le couple 3 pour X.

Dans une féte foraine, pour une mise initiale de 3 €,
le joueur est invité a lancer deux dés équilibrés a six

faces numérotées de 1 a 6.

1. La loi de probabilité de G est :

I N N NN N N N N
24 1 2 1 2 1 2 1 1
pG=5) |l 5 | 36 | 56 | 36 | 36 | 36 | 3 | 36 | 36
24 1 1
2. E(G):73x%—2x%+-~+9x%
~ —1,25.

L’espérance étant non nulle, le jeu n’est pas équi-

table.

3. 0(G) = 3,1. Ainsi, sur un grand nombre de par-
ties, le gain moyen par partie varie entre —1,25 —

31=-435€et —1,25+3,1 = 1,85 €.

Voici la loi de probabilité d’une variable aléatoire X :

| X |50 ] 100 200 [ 500
3] 1] 37 3
p(X =w;) 101 10! 10| 10

E(X)=235 et o(X)=1+/33525 = 15149,

De plus, on sait que :
E(aX +b)=aF(X)+b

On cherche donc a et b afin d’avoir :

aB(X)4+b=0 < 235a+b=0 < b= —235a.

De plus,
o(aX +b) =lalo(X).

On souhaite que o(aX +b) =1 donc :

1
15149

lalo(X) =1 < |a| =
On en déduit alors que :
1 lors b 235
= alors b = — .
154/149 154149

Dans ce cas, la nouvelle variable aléatoire sera :

_fX—%s_{ 37 9 7
15149

3149 1 V149 3v149 ' 3

)

De plus,

b s 230
15v/149 15v/149

sia=—

Dans ce cas, la nouvelle variable aléatoire sera :

o.

11 11
. E(X) = —— donc il faut ajouter a la mise de départ —
42

ZY{ 3% 9 7 53 }
3V149 7 /149 7 3149 T 3149

On dispose d’une urne contenant 1 boule noire, 1 boule
rouge, 2 boules jaunes et 3 boules bleues.
Un jeu consiste a effectuer deux tirages successifs sans
remise dans cette urne.
— quand on tire une boule noire au 1 ou 2nd
tirage, on ne gagne rien;
— quand on tire une boule bleue au 2™ tirage, on
gagne 1 €;
— quand on tire une boule jaune au 2"4 tirage, on
gagne 5 €
— quand on tire une boule rouge au 2°¢ tirage, on
gagne 10 €.

. Larbre est présenté page suivante (faute de place sur

celle-ci), en fin de corrigé.

. D’apres arbre précédent,

776 776 776 7.7
27 1227 1237 13‘gm
X2 =X o x4 Z2x o= —
XT=Ix-42xZ="2
756 T 6 12
La loi de probabilité de X est alors :
ZT; -3 -2 2
2| 5|5 |5
X =) s o | @
2 5 5 5 11
MMX%fP$X7+G%%9M+2xﬁﬁ#x15ffﬁ.

Ainsi, le jeu est plutot défavorable au joueur.

42
€, soit a peu pres 0,26 €.
La mise de départ doit donc étre égale a 3 — 0,26 = 2,74
€.

(a) Les gains absolus du jeu initial sont donnés par X +
3 (on ne considére pas ici la mise de départ de 3
€). Si on multiplie tous les gains absolus par a, les
nouveaux gains sont donnés par la variable aléatoire
a(X + 3) = aX + 3a. En tenant compte de la mise
souhaitée m, on arrive a la variable aléatoire Y =
aX + 3a —m.

(b) E(Y) = E(aX 4+ 3a —m) = aE(X) + 3a — m par
linéarité de ’espérance.

11a

Ainsi, E(Y) = 5 +3a —m.

Si le jeu est équitable, il faut que (Y) = 0, donc :

M 30— m=0
49 a m =u,

soit,



Ua .0 (11 3x42) 115
T\ e )T

Par conséquent, 'organisateur doit fixer la mise de
115

départ a oY € (soit & peu prés 2,74 €) pour que

le jeu soit équitable avec ces nouvelles regles.
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7 6
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Une maladie touche 20% de la population d’une ville.
Lors d’un dépistage de la maladie, on utilise un test
biologique vendu par une entreprise qui a les caracté-
ristiques suivantes :
— lorsque la personne est malade, la probabilité
d’avoir un test positif est 0,85 ;
— lorsque la personne n’est pas malade, la proba-
bilité d’avoir un test négatif est 0,95.
On choisit une personne au hasard dans cette popula-
tion.
On note T I’événement « la personne a un test positif
a cette maladie »et M 1’événement « la personne est
atteinte de cette maladie ».

1. L’arbre complété est le suivant :

T
0,85

/
A4<:::
0,2// 045\\\\T

0,8 T
\\ mm////
M=
0,95

\T

2. p(MNT)=pM) x pu(T)

p(MNT)=02x 0485
p(MANT)=0,7.

. M et M forment une partition de I'univers (la popula-

tion de la ville) donc d’apres la formule des probabilités
totales, on a :

p(T) =p(MNT)+p(MNT)
= 0,17 + 0,8 x 0,05

p(T) = 0,21.
. Dans cette question, on nous demande de calculer
pr(M).
p(MNT)
pr(M) =B
W=
0,17
0,21

pr(M) =~ 0,81.

pr(M) < 0,95 par conséquent, le test n’est pas estimé
efficace.

. Notons X la variable aléatoire représentant la recette de

I’entreprise qui commercialise les tests, exprimée en euro.
Alors, X = {5; —5}. D’apreés les calculs précédents, la loi
de probabilité de X est :

— p(X =5) =p(MNT)+p(MNT) = 0,17+0,76 = 0,93 ;
— p(X=5)=p(MNT)+p(MNT)=1-0,93 =0,07.

L x [ 5[5
]mX)Ham\op3\

L’espérance mathématique de X est alors :

E(X) = —5x0,07+5 x 0,93
E(X) =4,3.

La recette moyenne d’un test est donc égale a 4,3 €.



