Exercice n°1

Dans chacun des cas suivants, dire si la suite (u,) est
définie par sa relation de récurremnce ou par sa for-
mule explicite. Donner ensuite les valeurs des 4 pre-
miers termes.

1. u, = 2n? — 3n + 1 pour tout entier naturel n.
(up) est ici définie & laide d’une formule explicite
(en fonction de n, sans faire référence au terme
précédent).

Les trois premiers termes de cette suite sont :
— up=2x02-3x0+1=1.
—u;=2x12-3x1+1=0.
— Uy =2x22-3x2+1=3.
9 Upg = -2

' Up4+1 = 3u, —2 pour tout entier naturel n
(un) est ici définie & Paide d’une relation de ré-
currence (le terme u,11, de rang n + 1, est défini
en fonction de u,, donc de son terme précédent).

Les trois premiers termes de cette suite sont :
— ug = —2 (donné).

— u; =3up—2=3x%x(-2)—2=-8.

— ug =3u; —2=3x(—8)—2=-26.

ug =1
3.9 " ,
Upy1 = Uy, — 1n

(un) est ici définie & Paide d’une relation de ré-
currence.

Les trois premiers termes de cette suite sont :
— up =1 (donné).
—u=ud—-1=1>-1=0.
—up=ul-1=02-1=-1.

4 Ug = 1
' Upt1 = 2u, — 3n  pour tout entier naturel n

(un) est ici définie & Paide d’une relation de ré-
currence (le terme u, 41, de rang n + 1, est défini
en fonction de u,, donc de son terme précédent,
méme s’il y a un terme en n avec lui).

Les trois premiers termes de cette suites sont :
— up =1 (donné).

- U1=UO+1=2’UQ—3X0:2X1=2.

— uQ=u1+1=2u1—3x1=2><4—3=5.

Exercice n°2

Etudie du sens de variation des suites (uy,).

277.
1. u, = —.
5 on+1 on ont+l _ 9n
Bt = = Sg= =T = = —
_2"><21—2"><1 _2”(21—1)
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Un+1 — Up > 0.

Ainsi, (uy,) est croissante.

Uy =—n%+5n—2.

Ups1 — Up = —(n+1)>+5(n+1) =2 — (—n? +5n —2)
=—m*+2n+1)+5n+5—2+n*—5n+2
=-n—2n—1+5n+5-2+n*—-5n+2
=—-2n+4.

-2n+4 >0 < -2n > —4 <= n < 2 donc
Up41 — Uy < 0 pour n > 2.

La suite (u,) est donc décroissante a partir du rang 2.

. Up = Vn2 + 3.

Ung1 —Uun =/ (n+1)2+3—/n2+3
=vn2+2n+4—/n2+3.

Or, n?+4 > n?+3 donc n®+2n+4 > n?+3 (car n > 0),
donc up41 — upy > 0.

Ainsi, la suite (u,) est croissante.

. up =3 et Up41 = upy — O.

Upt1 — Uy, = Up — D — Uy = —5 < 0 donc (uy,) est décrois-
sante.

Exercice n°3

On définit la suite (u,) par la relation :

Vn € N, un:2n+1.
n+2

1. On calcule pour tout entier naturel n :

2n+1)+1 2n+1

Uptl — Up = —
+ m+1)+1 n+2
2n+3 2n+1

n+3 n+2
_@n+3)(n+2) (2n+1)(n+3)
(n+3)(n+2) (n+2)(n+3)
3
T n+2)(n+3)

n+2>0etn+3>0carn € donc Up41 — up > 0.

La suite (u,) est donc croissante.
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2. Si la suite (u,) est majorée par 2, alors u, < 2 donc Or, n+2 > n donc v/n+2 > /n et done, en ajoutant

Uy, — 2 < 0 pour tout n € N. v/n + 1 aux deux membres de cette derniere inégalité, on
om + 1 avn+2+vn+1>vn+1+n.
—-2= -2 1
tn n—+2 En inversant, on obtient :

vVn+24++/n+1

2n+1  2(n+2) (attention & ne pas oublier d’inverser le

1
T ht2  n+t2 vn+1+4yn

signe de 'inégalité).

_ 2n+1—-2n—4 Ceci nous dit alors que u,11 < uy, et donc que
n+2
(un)
=3
Con+2 est décroissante.
—3<0etn+2>0doncu, —2 <0, soit u, < 2. 3. vVn+ 1y/n >0 donc u, > 0.

Donc la suite est majorée par 2. (un) est donc minorée par 0.

3. La suite est croissante donc, nécessairement, u, > ug De plus, vVn+1yn > 1 (car vVn+1 > 1 et /n > 0)
1
our tout entier naturel n, soit u, > —. donc ——— < 1, soit u,, < 1.
1 (uy) est donc majorée par 1.

La suite est donc minorée par 3

On définit la suite (u,) par :
La suite (u,) définie par :

UO:7
up =1 Upt1 = U2 —uy, + 1, VneN
Unt1 = VJuZ + 1, VneN.

Pour tout entier naturel n :
est croissante. En effet, on calcule wu,, 1 —u, pour tout
entier naturel n : Up4+1 — Up = U

Upt1 — Up = VU2 +1—u,

(«/ui +1 —un)(\/u% +1 —|—un)
Vi +1+uy,

Ainsi, up41 > Uy, done (u,) est croissante.

w41 — 2 Dans chaque cas, dire si la suite (u,,) est arithmétique.
= H Si tel est le cas, donner le premier terme ug et la raison
Vus +14uy,

de la suite, ainsi que la relation de récurrence.

1
R L tn =3+ 2n

La fonction  — 3 + 2x est une fonction affine donc

uy, > 0 car chaque terme est défini comme étant égal f(n) = u,, est une suite arithmétique. Son premier terme
a une racine carrée. est ug = f(0) = 3 et sa raison r est le coefficient de n,
De plus, y/u2 +1 > 0 donc up4+1 — uy > 0. donc ici r = 2.
La suite est donc croissante. Dans ce cas, la relation de récurrence de un est :

{UO =3
On définit la suite (u,,) par la relation : Un+1 = tn + 2

VneN, Uy, =vVn+1—+n.

1. up,=vVn+1—+n
(VAT — ) (VAT T + i)
Vn+1+yn

n+1l—n

CVn+l+yn
1

Uy =~
vn+1yn
1

2. Ups1 = .
T 2+ vntl




LUy = —3n+4.

La fonction z — —3x + 4 est une fonction affine donc
f(n) = u,, est une suite arithmétique. Son premier terme
est ug = f(0) = 4 et sa raison r est le coefficient de n,
donc ici r = —3.

Dans ce cas, la relation de récurrence de un est :

UO=4
Uptl = Up — 3

La fonction x +— 222 — 3 n’est pas une fonction affine,
donc f(n) = wu, n’est pas une suite arithmétique.

C Uy, =2n% — 1.

Autre méthode : ug = —1,u; =1 et us = 7.

Ainsi, ug —ug = 2 et ug —u; = 6 # uy — ug donc la suite
n’est pas arithmétique.

c Uy =3(n—2)—2(n+1).

On peut écrire : u, = 3n—6—2n—2 = n—_8. La fonction
x +— x — 8 est une fonction affine donc f(n) = u,, est une
suite arithmétique. Son premier terme est ug = f(0) =
—8 et sa raison 7 est le coefficient de n, donc ici r = 1.

Dans ce cas, la relation de récurrence de un est :

UO:*S
Upt1 = Up + 1

Sn+7
Uy = )

2
On peut écri L N,
1 peut ecrire : Uy, — — — = =N = -
P 9 T Tt

5 7
La fonction z — -z + 3 est une fonction affine donc
f(n) = uy, est une suite arithmétique. Son premier terme

est ug = f(0) = 3 et sa raison r est le coefficient de n,

donc ici r = 5

Dans ce cas, la relation de récurrence de un est :

7
U0:§

— 5
Upn+1 —un+§

. Uy = /5.

La fonction = — /5 est une fonction affine (méme li-
néaire) donc f(n) = u, est une suite arithmétique. Son
premier terme est ug = f(0) = 0 et sa raison r est le
coefficient de n, donc ici 7 = /5.

Dans ce cas, la relation de récurrence de un est :

UOZO
’U/n+1:un"i‘\/5

CUup =3 —nV2.

La fonction & — 3 — 21/2 est une fonction affine donc
f(n) = uy, est une suite arithmétique. Son premier terme
est ug = f(0) = 3 et sa raison r est le coefficient de n,
donc ici 7 = —/2.

Dans ce cas, la relation de récurrence de un est :

u0=3
un+1:un_\/§

1 UO:—l
. un—&-lzun_\/é

7:7_
tn n+2
S A
T o2 27
3
7—7:
“ 1+2
R |
S S R

Ainsi, ul—uoziet uz—u1=1#u1—uo donc un

n’est pas une suite arithmétique.

. Uy = 3.

Pour tout entier naturel n, w41 —u, =3—3 =0, qui est
un nombre constant, donc un est une suite arithmétique
de raison r = 0 et de premier terme ug = 3.

Dans ce cas, la relation de récurrence de un est :

Uy = 3
Up4+1 = Un

Dans chacun des cas suivants, dire si la suite (u,) est
arithmétique. Si tel est le cas, donner le terme général
en fonction de n.

. D’apres cette définition, pour tout

entier naturel n,
Upt1 — Up = (Up — \/5) — Uy = —V2.

La différence entre deux termes consécutifs quelconque
est donc toujours la méme ; par conséquent, (u,) est une
suite arithmétique, ici de raison r = —v/2.

D’apres le cours, son terme général est :

un:uo—l—nr:—l—n\@.

ug = —1
0 . D’apres cette définition, pour tout
Upt+1 = 2Uy + 1

entier naturel n,
Unt1 — Up = 2up + 1) —uy = up + 1.

La différence entre deux termes consécutifs quelconque
n’est donc pas toujours la méme; par conséquent, (u,)
n’est pas une suite arithmétique.

Uug = -1
. ) . D’apres cette définition, pour tout
Up+1 = U +3

entier naturel n,
— (2 )
Upt1 — Up = (us, +3) — up, = us, — uy + 3.

La différence entre deux termes consécutifs quelconque
n’est donc pas toujours la méme; par conséquent, (u,)
n’est pas une suite arithmétique.

u; = —1
. ! . D’apres cette définition, pour tout
Up 1 = Up + 2

entier naturel n,

Upt1 — Up = (Up + 2) — up, = 2.



La différence entre deux termes consécutifs quelconque 5. ur = V2 et uy = /7. Calculer r.
est donc toujours la méme ; par conséquent, (u,) est une On sait que :
suite arithmétique, ici de raison r = —2. Up = up + (n — k)r

D’aprés le cours, son terme général est : donc

ur =ug + (7—2)r
V2 =745
5r=v2-V7

Up = ur+(n—1)r = —1+(n—1)x(-2) = —=1-2n+2 = 1-2n.

On considére une suite (u,) arithmétique de raison r. V2 - T
1. ug = 3 et ug = 7. Calculer 7.
On sait que :
Up = ug + nr Soit (u,) une suite arithmétique de raison r.
donc : 1. Siug =5 et r =3, calculer ug +uy + - -+ + u190-
(uy,) est une suite arithmétique donc :
ug = ug + 8r
7T=3+8r u0+u1+~~~+un:u0—;u"x(n+1)
7T—-3=28r
donc ici :
5+ (54100 x 3
4 ug +ur + -+ + urp0 = ( 9 )><101
r=-
8 =155 x 101
1
'r:5 UO+U1+"'+U100:15655.
2. uy = 5 et ug = 2. Calculer 7. 2. Siug = 3 et usg = 60, calculer ug +uy +- - - +usg.
On sait que : 3+ 60
Up = ug + (n —k)r uo +up + -+ uso = —5— x5l
donc =31,5x 51
= 1606,5.
us = ug + (5 —2)r (O R R 0
2=5+3r 3. Siu; =60 et r =5, calculer uy +ug + - - - + uigg-
2—-5=3r w4
3r=—-3 U1+U2+"'+U100:%X100
r=—1.
_ 60—}—(60;5 x 99) « 100
1
3. up=5etr= —3 Calculer ug. _ 61500
2

On sait que : Uy + ug + -+ 4+ up0 = 30750.
Uy, = Ug + N7

donc 4. Siuy =50 et usg = 1, calculer uy +ug +- - -+ usgp.
uy = ug + 9r u1+u2+--~+u50:wx50
9
=5—-— 50+ 1
"o 2 _ 0% 50
10 9 2
u9:?_§ UL + U + - - + usg = 1275.
1
Ug = 5
4. us = 6 et r = 2. Calculer ugg. (uy,) est une suite arithmétique telle que ug = 7820 et
On sait que : us = 6712.

Up = ug + (n—k)r
1. (uy) étant arithmétique, ug — ug = 2r-.

donc
Or, us — ug = 6712 — 7820 = —1108. Donc 2r = —1108,
U0 = U5 + (20 - 5)’!’ d’ou r = —554.
Ugo = 6+ 15 X 2 Ainsi, la relation de récurrence de (u,,) est :

Up41 = Uy — D4

Ug0 = 6+ 30 Ug = 7820
Ugp — 36.



2. D’apres la formule du cours, u,, = ug+nr, donc ici, pour
tout entier naturel n :

Uy = 7820 — 554n.

3. 1l s’agit ici de trouver le plus petit entier naturel n tel
que u, < 1000. Pour cela, on va calculer tous les termes
successifs jusqu’a celui qui est inférieur a 1000.

Il y a deux fagons de procéder :

— al’aide de la relation de récurrence de la suite :
u = 7820 premier terme n = 0 rang du premier
terme while u >=1000: n =n + 1 u=u- 554 on
calcul le terme suivant
print( n )

— a l’aide de la formule explicite :

u = 7820 premier terme n = 0 rang du premier
terme while u >=1000: n=n + 1 u = 7820 - 554*n
on calcul le terme suivant

print( n )

Dans les deux cas, le résultat est le méme : 13

Ce qui signifie que w13 est le premier terme a étre infé-

rieur & 1000.

Pour le vérifier par le calcul, on résout I'inéquation :

Uy < 1000 <= 7820 — 554n < 1000

<= —554n < 1000 — 7820

<= —5bdn < —6820

—6820

<~
Ty

— n>1231...

Comme n est un entier, cela signifie que le premier n
possible est n = 13, ce qui correspond bien au résultat
de nos programmes Python.

Des archéologues du XXX¢ siecle découvrent dans une
grotte une balance électronique a coté de laquelle se
trouvent des sacs et une pancarte sur laquelle est
écrite :

En procédant ainsi, ’archéologue dispose en tout sur la ba-
lance :

73 x 74
2

1+24+3+---4+73= = 2701 pieces.

Si les pieces pesaient toutes 5 g, cela représenterait une masse
totale égale a :
2701 x 5 = 13505 g.

Mais certaines pieces ne pesent que 4,5 g.

Supposons qu’elles soient extraites du sac k, pour 1 < k < 73.
La masse totale est alors égale, en grammes, a :

1x54+2x5+---+kx454---4+73%x5
=1x54+2x5+---+5k—05k+---4+73x5
=1xX54+2x5+---4+kx5b+---4+73x5-0,5k

= 13505 — 0,5%.

Ainsi, comme la balance indique une masse de 13489
gramimes, on a :

13505 — 0,5k = 13489 < 0,5k = 13505 — 13489
<~ 0,bk =16
16

= 32.
0,5

<— k=

Le 32¢° sac contient donc les pieces de 4,5 grammes.

Cédric souhaite construire sur une table, a plat, un
« chateau d’allumettes » a plusieurs étages, comme sur
le schéma suivant :

oA AN
NN NN NN

2 allumettes sont nécessaires pour le 1°* étage ;
4 allumettes sont nécessaires pour le 2¢;

6 allumettes sont nécessaires pour le 3¢

etc.

On note (u,) le nombre d’allumettes nécessaires pour
le n-iéme étage, n € x. Ainsi, u; = 2, up = 4 et ug = 6.

1. Pour 4 étages, nous avons :

On ajoute 2 allumettes par rapport au nombre d’allu-
mettes nécessaires pour 1’étage précédent.
Ainsi, uy =6+2=38.

2. Comme mentionné dans la réponse précédente, pour
construire I’étage n + 1, il est nécessaire d’avoir u,, allu-
mettes (nombre d’allumettes pour construire I’étage n)
et d’en ajouter 2.

Ainsi, up41 = up + 2, ce qui correspond a la relation de
récurrence d’une suite arithmétique de raison 2.

3. Le nombre total d’allumettes pour construire 20 étages
correspond a :

U1 + U0

2
y 24+(24(20—-1) x 2)
2

Ul + us + -+ ugg = 20 x

=20

=20x21
= 420.

Il est donc nécessaire d’avoir 420 allumettes pour
construire 20 étages.
4. Le programme Python complété est le suivant : u =2 S
=0
for n in range(20) : S=S+uu=u+ 2
print(S)
Explications :
— On commence par initialiser la variable u a 2; elle
représente u.



— On initialise ensuite la variable S &4 0 ; elle représentera
la somme des allumettes.

— On crée ensuite une boucle « Pour » car on connait
le nombre d’étages (20); il faudra donc ajouter 20
termes pour obtenir la somme totale.

— Dans cette boucle, on commence par ajouter a la va-
leur déja stockée en S la valeur qui est dans u...

— ... puis on calcule le u suivant en écrivant que c’est
Pancienne valeur de u & laquelle on ajoute 2 (la rai-
son de la suite) : « u = u+2 » est la traduction de la
relation u,41 = uy, + 2.

— Une fois la boucle terminée, on affiche la valeur sto-
ckée dans S.

Si on exécute ce programme pas a pas, on a :

Un mot de passe est composé de 1 a 25 caracteres
choisis parmi une liste de 70 symboles.

Donner un ordre de grandeur du nombre total de mots
de passe possibles.

— Si le mot de passe comporte 1 seul caractere,
alors il y a 70 possibilités (car un caractére est
choisi parmi 70 symboles) ;

— si le mot de passe comporte 2 caracteres, il y a
702 possibilités ;

— si le mot de passe comporte 3 caracteres, il y a
703 possibilités ; etc.

Ainsi, le nombre total de possibilités est :

S =70+702 4703+ +70%

Valeurs de n - 0 1 2 19

Val. de S 0 0+2=2 24+4=6 6+6 =12 380 + 40 = 42( . N

il car il y a au plus 25 caractéres dans le mot de passe.
Valeurs de u 2 242=4 44+2=6 6+2=28 40 + 2 = 42

La derniére valeur de S est la valeur trouvée a la question

précédente, a savoir 420. S = 70(1 - gy G A a0 A q24) avec ¢ = 70
25 _ 1
=70 x 4 :
Soit (u,) une suite géométrique de raison q. 7((])25 o
=70 x
1. Siug =1et g=2, calculer ug +uy + -+ + u100. 70 70-1
(uy) est une suite géométrique donc : = e (70% —1).
1— qn+1
Uy +up + -+ Uy = Uug X ——. 0
0 ! " 0 1—¢q On peut considérer que 01 est proche de 1 et que
Donc ici, 7025 — 1 est proche de 7025,
o Uy g0 = 1— 20! Ainsi, un ordre de grandeur du nombre total de mots
0 ! 100 1-2 de passe est 702°.

_ 101 _
U +ur + -+ Ugo =2 L. Mais par « ordre de grandeur », on peut comprendre

) 1 « une puissance de 10 ». Nous allons donc aller plus
2. Siug =3 et g= =, calculer ug + uq + - -+ + usg. lloim
2 .
1- 2 70% = (7 x 10)*®
Ug +up + -+ usp =3 X -1 _ 725 o 1025
3 1 ) =7x 7 x10%
=3\1- 251 ) % 2\12 25
=7x(7°)7 x10
1
uo+u1+~-~+uso=6(1—251>. ~ 7 x 5012 x 10%°
. ~ 7 x 52 x 1012 x 10%°
3. Siu; =60et g= 3’ calculer uy + ug + - -+ + u1go. ~Tx2x10% x 1037
~ 14 x 10%
1 — q'00 16
U1+U2+"'+U100:U1Xﬁ ~ 107,
B 1 — 3o Petite précision : j’ai calculé 5'2 & 1'aide de la calcula-
=60 x —— 1 trice pour écrire que c’était & peu prés égal a 2 x 108,

1 3

1
U1+u2+--~+u100=45<1—3100>-

4. Si u; =50 et ¢ = 10, calculer uq + ug + - - - + usg.

1—10%

P = X
Uy + ug + =+ usg 50 1-10

U1+U2+---+u5=%(1050—1).



1
1. Par définition, ¢, 41 = §cn pour n > 1, avec ¢; =
10.

2men 41 T

De plus, 4,41 = = 50,14_1 (longueur d’un
quart de cercle de rayon cp41).
Ainsi,

T 1

£n+1 = 5 X §Cn
1 0
=35> (5=
1

Ainsi, (€),,) est géométrique. Son premier terme

est {1 = g X ¢ = g x 10 = 57 et sa raison est
1
q= 3
2. La longueur totale de la spirale formée avec 10
carrés est :

1_q10
b+l 4+l =14 X
1—gq
1— 5k
=57 % _21
2

1
=107 (1— ——
0”( 1024)

_ 51157
512
=~ 31,4 cm.

(valeur exacte)



