La fonction exponentielle

Classe : 1re SPE Lycée : Evariste Galois

Exercice n°1

Simplifier les nombres suivants en donnant le résultat

sous la forme d’une seule exponentielle. 5. 5—2e32 =3 «—= —2¢%2 = 2
1. €5 x e73 = 5H(=3) — ¢2. !
. e o i s BTt2 _ 0
- T = @ =€
& . — 3x+2=0
3 (6—2) — ¢—2%X8 _ =6 2
e3 x e? e _§
4 —— = 3742 = el —e.
, € , L’ensemble solution de I’équation 5—2e3*+2 = 3 est donc
e“xXe
5 X aa_ s-{-2).
e” 3
6. (e7!x 6_2)3 = e(-1-2)x3 — -9,
6. 2+3e* =5 > 3e* =3
— =1
(0
Simplifier les expressions suivantes en donnant le ré- 9% — 0
sultat sous la forme d’une seule exponentielle.
1 @201 5 g—o+3 _ 2o—1-u+3 — =0
— o2 L’ensemble solution de I'équation 2 + 3e?* = 5 est donc
a1 S ={0}.
_ 631—1—(41—2)
e4ac—2
_ oot 7743 =3 = 43 = 4
3 (e—z—i-l % ez—1)2 _ o(-zt+lta—1)x2 = 3=
' e5r=3 _ .0
=el=1.
20+3 o, 3z—2\ ~1 — Sr—-3=0
g (e — (2o +3+3-2-4)x (1) 3
' 64 - < r = g
— e—5w+3'

L’ensemble solution de I'équation 7—4e>*~3 = 3 est donc

T

1. Une exponentielle étant toujours strictement po-

sitive, I’équation e**2 = 0 n’admet aucune solu- 1. €% —2¢® +2 1 =0. On pose X = e*. Ainsi, comme
tion. § = @. e2r = (e’”) , 'équation est équivalente a :

Exercice n°3

Résoudre dans R les équations suivantes :

2. Une exponentielle é‘gant toujours strictement po-
sitive, Péquation e® T*+1 = —1 n’admet aucune
solution. S = @.

g 2043 _ ,—2a—5 %43 = —2%—5 L’ensemble solution est donc | S = {0}

e 4y — —8§ 2. €2 4 e —2 = 0. On pose X = e® et I'équation
devient : X2+ X —2=0.

Le discriminant du polynéme X2+X—2est A =9

donc il admet deux racines :

-1-3

X2 2X41=0 <= (X-1)?=0 < 2=0.

= = -2.

L’ensemble solution de I’équation e
est donc § = {-2}.

2zx+3 _ 6—295—5

_—1+3

4. P2 =¥ — Br4+2=37+1 X = ) et X, 1.
2 2
< 2z=-1
1 Ainsi, €' = -2 et "2 = 1.
rT="3 Une exponentielle étant strictement positive,
L’ensemble solution de I'équation e?*+2 = ¢37+1 e” = —2 est impossible.

1 e?? =1 <= x5 = 0 donc I'ensemble solution est
est doncS =< —= . S = {0}
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cedrTl s 2 e 351 > 2544 «— > 5.

L’ensemble solution est donc S =]5; +00].
el ettt 224 5 K dx 4+ T =

1
6x > —2 <:>x>f§

L’ensemble solution est donc & = [;, +00 [

e lce = 22— 1<1 &= 22-2<0.
22 — 2 admet pour racines V2 et —\/5, et est né-
gatif entre ses racines.

L’ensemble solution de I'inéquation est donc S =
]-v2;v2].

L 12— 45 > 8 = —

1111

1
L’ensemble solution est donc S = } —00; —] .

L8437 11 «—= 3723 3

L’ensemble solution est donc S = [0; +00].

2. €2

L’

T _92%4+1<0
— X?2_-9X+1<0

avec X = ¢e”

— (X -1)?<0

— (X—-1)2=0car (X -1)?>0
= X=1

— " =1

— x=0.

ensemble solution est donc S = {0}.

On considere la fonction f définie par pour tout réel
x par :
f(@) = (70 — 1)e®
1. f(z) = (Tz — 1)e” est de la forme u x v avec :
u(z) =T -1 v(z) =e”
u'(x) =7 v'(x) =e*
D’ou

— e T
s 23 0
<— —2r+3<0
<— 2r< -3 2.
= > =
. 3
L’ensemble solution est donc & = 5 +oof .
.56+ 14er1 S 70— 14477715 > 14
e eATr—15 o
< 47x —15>0
<~ > 15
T > —.
47
. 15
L’ensemble solution est donc & = } E; +00 [
On
e 4 et —220
— X’+X-2>0avecX =¢°
= X-1D)(X+2)>0
— (" —1)(e"+2) =0 L f(
< =120 (car e +2 >0, Vx € R)
— " >1
<~ x>0.

f'(@) = (u'v +v'u)()
=7e"+ (Tx — 1)e*

(@)= (T+ Tz —1)e”

f(x) = (Tz + 6)e”.

Afin d’étudier les variations de f sur R, nous de-
vos trouver le signe de f/(z) sur R.

Or, pour tout réel z, e* > 0 donc f'(x) est du
signe de 7z + 6.

T*x+6>0 < Tz > —6

<— x>—§
7

On en déduit alors le tableau suivant :

considere la fonction f définie sur R par :

f(z) =3 —2x)e™".

x) = (3 —2x)e " est de la forme f = u X v avec :



Ainsi,

f(@) = (v +v'u)(z)
fl(x)=—2e"" —e (3 — 22)
fl@)=[(-2~ (3 —2z)]e™"
f'(@)
f'(@)

T

!

T

"(z) = (-2—=3+2z)e "
= (2 —5)e™".

/
T

2. Pour tout réel x, e™* > 0 donc f'(x) est du signe de
(2x — 5).

20 —5>0 < 2x>5

< T > §
5"
D’ou le tableau suivant :
x —00 % +o0o
f'(z) - 0 +

flx) = = j_ i ZEB, avec u'(x) = e* et v'(x) = €*.
u'v—v'u

fla) = Lo
_e"(14e") —e” xe”
N (1+e%)?
B ex +2w _e2m
 (L+ev)?

/ o e’
fi(z) = e >0

Ainsi, f est strictement croissante sur R (inutile de
faire un tableau de variations quand la fonction est
strictement monotone comme ici).

x

xr
R u(x), avec u'(x) = e® et v'(z) = €”.

C1+er w(z)

u'v —v'u
02
e’(1+e*)—e” xe”
(1+e%)?
er + 621 _ e2w
(1+e2)?
eflj

f/(x):m>0

Ainsi, f est strictement croissante sur R (inutile de
faire un tableau de variations quand la fonction est
strictement monotone comme ici).

On considere la fonction f définie pour tout réel x
appartenant a son domaine de définition par :

e2r — ¢

@)= 2e® +7°

1. f(x) est un quotient ; par conséquent, f est défi-
nie uniquement pour toutes les valeurs de x pour
lesquelles le dénominateur de f(x) est non nul.

Or, pour tout réel x, e* > 0, donc 2e” > 0 et par
conséquent, 2e” 4+ 7 > 0.

Le dénominateur de f(z) n’est donc jamais nul.
Le domaine de définition de f est donc R.

u
2. f est de la forme — avec :
v

u(z) = e®** — 6
U (z) = 22

w(z)v(z) — v'(z)u(z)
[p@)’
2e%*(2e” + 7) — 2e®(e** — 6)
- (2e* 4 7)2
2e” [e®(2e® + 7) — (e** — 6)]
(2e* 4+ 7)2
2e” [262”” + 7e® — e%* + 6]
(2e* 4 7)2
2e%(e%* + Te® + 6)
(2e +7)2

fiz) =

fiz) =

3. Pour tous réels z,
— 2e* >0,
— €2 4 7e® + 6 > 0 comme comme de termes
strictement positifs,
— (2" +7)% > 0.
Ainsi, f'(x) > 0 sur; la fonction f est donc stric-
tement croissante sur R.

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; 00| par :
fl@)=(z-1)(2-€7").

1. f est de la forme uv avec u(z) =x—1let v(z) =2—e"%.

Ainsi, f/ = v/'v+uv avec v/ (z) =1 et v'(z) = e *.
Dot :
fllx)=2—e*+(x—1)e "
=2—e"+xe ¥ —e"

fl(@x)=ze ™ +2(1—e 7).

2. Siz>0,alorse ™ >1let1—e"*>0.

De plus, xe™® > 0 donc, par somme de termes positifs,
f'(x) > 0.

3. f(0) = 0.

De la question précédente, on déduit que f est stricte-
ment croissante sur [0; +o0l.



Soit f la fonction définie sur R* par : On considere la fonction f définie sur R par :

f(@) = " V.

1. f'(z) = (2;} +ﬁ) e®, soit f(z) = (1;\/2;) ev.

2.2>0 <= 142x>0 < f'(x) >0 (car e® > 0 et

et —e "

e +e T’

fz) =

On note C sa courbe représentative dans un repere
orthonormé.

(a) Le domaine de définition de f (R) est centré

2y/z > 0) d’ou le tableau suivant : en 0.
- 0 oo DEI plu:, pourw togtw réel z, f(—x) =
e —e e’ —e
f/((E) H + e~ 4 o = _ex + e 7 = —f(CU)

f est donc impaire.

@) |, —

(b) f est de la forme % avec u(r) = e* —e 7 et

v(z) =e® +e "

e u'v — uv’ , "
Soit f la fonction définie sur RT par : Ainsi, f' = — om DG () = e +
R e =v(x) et v'(z) =e® —e " = u(x).
fl@) = V. On a alors
(a) Déterminer f'(x). () = [v(@)]” - [7;(55)]
(b) En déduire les variations de f sur R, . Dres- [v(z)]

ser un tableau de variations de f.

2672 x 2¢2

On peut modéliser le taux d’équipement en (ex + 6793)2
smartphones des adultes francais au cours de I’an- 4

née 2015 + ¢ par le fonction f définie pour tout fllg)=———
réel positif ¢ par : (ev +e72)

Ainsi, f'(x) > 0 sur , ce qui signifie que f est
strictement croissante sur R.

(c) f1(0) = m = 1 et f(0) = 0 donc

I’équation réduite de la tangente a la courbe

_ 1
- 1+ e—0,5t '

f(t)

1
(a) f est de la forme — donc f’ sera de la forme
v

!

v
—— et donc :

v

0,5¢0:5t
b

)= —"——m3.
(14 e~0:5t)

Ainsi f/(t) > 0 pour tout réel ¢, donc & plus
forte raison pour t > 0.

f est donc croissante sur [0; +oo].

On peut s’aider du programme Python sui-
vant :

on importe la fonction exponentielle du mo-
dule "math" from math import exp

t = 0 while 1/(14+exp(-0.5%t)) <=0.9: t +=
0.1

print(t)

On part de ¢ = 0 et on calcule I'image de
t tant que celle-ci est inférieure ou égale a
90, c’est-a-dire 0,9. Tant que cette image ne
dépasse pas 0,9, on ajoute 0,1 a ¢.

Le programme retourne alors la valeur
« 4,4 »; c’est donc au cours de la 4° année
que le taux dépassera 90.

représentative de f au point d’abscisse 0 est

Y=z

On considere la fonction f définie par :

f(@) = (az +b)**

ou a, b et k sont trois nombres réels.
La courbe représentative C de f est donnée ci-
dessous :

LLl1a R 1o

(a) D’apres le graphique, f(0) = 3.



Or, f(0)=(ax0+b)e’ =bx1=b,doncb=3.
(b) C coupe 'axe des abscisses en = —6, ce qui signifie

que f(—6) = 0.

Donc f(—6) = (a x (—6) + 3)** = 0. Une ex-

ponentielle n’étant jamais nulle, cela signifie que
—6a + 3 =0, soit a = 0,5.

(¢) f'(0) est le coefficient directeur de 7. Pour le déter-

miner, on calcule :

—1-7
— —0.38.
—5-5

YB — YA
B —TA

Or, si f(z) =

f'(x) = ae®® + (az + 3) x ke*®
= (a + akz + 3k)e”

(ax 4 3)F* alors :

Ainsi, f7(0)
0,8.

En remplagant a par 0,5, on a : 3k = 0,3, soit k =
0,1.

Finalement on trouve f(z) =

= (a+3k)e® = a+ 3k et donc a+ 3k =

(0,52 + 3)e1®

On injecte & toutes les personnes d’'un groupe
d’individus infectés par un virus un antidote a
Iinstant = 0. Le taux de personnes ayant le vi-
rus a Iinstant x est donné par la fonction f définie
pour z > 0 par :

f(z)=e

ol x est exprimé en jour.

(a) f est de la forme uv, avec :

u(r) =e* u'(z) =—e "
v(z)=vVa+1 v'(x) = !

donc f'(z) = (v'v + w')(x).
, e . 1
fll@)=(—-e")Wz+1l+e XW

1
x+1> -

1 2\/x+1> 71
r+1x —— e
2v/x +1

(a1

(e
B (2\/x+ 1 221?) .
(et

<

(b)

(d)

—T

2vVr +1
f'(z) <0.

>0et (2¢4+1) > 0 (car z > 0) donc

Ainsi, f est strictement décroissante pour x > 0.
La boucle s’exécute tant que la valeur f calculée est
supérieure a 0,5. Or, v/ + 1le~” correspond au taux
de malades restants donc la boucle s’arrétera pour
la valeur de z telle que f(x) < 0,5.

1
Remarquons de surcroit que x est augmenté de 2

a chaque passage dans la boucle, ce qui correspond
a 1 heure.

La valeur affichée est donc le moment (exprimé en
jour décimal) ol il y aura 50 ou moins de malades
par rapport au jour initial.

z = 1,08333 jour = 1,08333 x 24 heures =
26 heures.

Ainsi, apreés 26 heures, le taux de malades est infé-
rieur a 50.

On trouve = ~ 3.

Ainsi, apres 3 jours, le taux de malades est inférieur
a 10.



